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Capitolo 1

Cinematica

1.1 Moto di un sistema

Si ha un fenomeno di moto quando:
un corpo (o oggetto fisico)
cambia posizione

nel tempo

Ll

rispetto ad un riferimento spaziale (osservatore).

In Meccanica Classica si ammette che lo spazio delle nostre sensazioni
sia tridimensionale-euclideo e quindi, introdotta una terna 7'(0, z1, z2, x3)
— qui e nel seguito, tranne avviso contrario, trirettangola e levogira — la
forma metrica é:

ds® = dxf + da:% + d:zrg .
In questo testo considereremo tre modelli fondamentali di corpi, o oggetti:
il punto (o particella), il sistema particellare (formato da un numero finito
di punti) ed il sistema continuo, ovvero un sistema che occupa un’intera
regione (mono-bi-tridimensionale) dello spazio.

Posizione di un corpo ¢ 'insieme delle coordinate dei suoi punti rispetto
a Tp, mentre il tempo & definito come un insieme {#} di co! istanti — dove
istante € un concetto primitivo proprio come il punto. Si ammette che
{6} sia suscettibile di un ordinamento stretto tale che per ogni coppia di
istanti 61 # 62 sia noto se vale una delle seguenti:

0, < 927 se 61 e prima di 65
0y < 61, se 0 ¢ prima di 6y .
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Si dice ascissa temporale ammissibile una biezione t(0) di {6} su IR tale
che per ogni coppia di istanti 61 # 65 sia

t(01) < t(fy) < 61 <bs.

Con riferimento alla terna T'(0, x1,x2,z3) — di versori fondamentali
c1,C2,c3 — e ad una fissata ascissa temporale ammissibile, si dice moto
del punto (o della particella) P la funzione vettoriale

Op(t) le(t) C1 —|—$2(t) C2+$3(f) Cs3 (11)

che rappresenta la posizione di P in ogni istante ¢ appartenente ad un in-
tervallo I, dove I si dice intervallo del moto. Si supporra inoltre OP € C¥,
con K > 2.

Si definisce moto di un sistema e (particellare o continuo) l'insieme
delle funzioni

{OP, (1)} (1.2)
con v € D, insieme di indici.
Se D & finito, D = {1,2,...,n} indica un sistema particellare; se invece
D ¢ una warieta (mono-bi-tridimensionale) la 1.2 fornisce il moto di un
sistema continuo.
Ammetteremo, in questo caso, che

OP, # OP,, Yv 41V €D Viel.

Con riferimento ora alla particella, la velocitd € espressa dalla relazione

dOP . . .
= —— =21€C1 +22C2 +23C3,
dt
mentre I'accelerazione ¢
dv  d*OP . L 4
= — = — = I1C o C xr3Csg .
gt pre 1C1 2C2 3C3

La curva di equazione vettoriale (o meglio il suo supporto)

3

OP =) mi(t)c;

1

si dice traiettoria della particella e il differenziale

dP = dOP = vdt (1.3)



1.2. Moti rigidi

si dice spostamento elementare.

Supposte le condizioni per uno sviluppo in formula (o in serie) di Taylor,
lo spostamento effettivo puo scriversi

_dOP ,  1d20P

AP =O0P(t+dt) — OP(t) = ——dt + = dt® + ...
(£ + dt) ®) dt + 2 dt? +
e quindi
dt?
Se v #0,
AP =dP (1.4)
a meno di infinitesimi di ordine superiore a dt. Se v = 0 si puo porre
2
AP = a% (1.5)

a meno di infinitesimi di ordine superiore a dt2.

1.2 Moti rigidi

Sia C un sistema particellare o continuo, T'(0,x1, 2, x3) una terna di
riferimento e ¢ — d’ora in poi — un’ascissa temporale ammissibile.
Si dice che C' si muove di moto rigido nell’intervallo temporale I se,
comungque si prenda una coppia di punti P,, P, € C, risulta

d|P,P,|

0 vtel.
dt ’ <

Un sistema si dice rigido se ogni suo possibile moto é rigido e, d’ora in poi,
per brevita, ci riferiremo sempre a corpi rigidi.

Si considerino due punti P; e P, in moto rispetto a T. Poiché P; P, =
OP, — OPy, si ha
dP1P, dOP, dOP; (1.6)
= — =vVg —Vy. .
dt dt dt 2
Ci proponiamo di descrivere il moto di un corpo rigido C.
Sia T la terna di riferimento e T"(2, y1, y2,y3) — di versori fondamentali
j1,j2,j3 — una terna soslidale a C', ovvero una terna rispetto alla quale
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ogni punto di C' ha coordinate indipendenti dal tempo.
Se P & un generico punto € C di coordinate (y1,y2,ys) rispetto alla terna
T’ dalla

OP =00+ QP

segue
3
OP:OQ—&-Zyiji.
1
Derivando:
3 di;
Vp:VﬂJrZyz‘E- (L.7)
1

Figura 1.1: Terne di assiT e T".

Sarebbe possibile dimostrare il seguente teorema:

Teorema 1.1 Dato un corpo rigido C in moto (rispetto a T) esiste un
vettore &, dipendente solo dal moto!, tale che risulti

dji . . )
ézw/\_}h i=1,2,3 (1.8)

e tale vettore — che si dice velocita angolare di C — ¢

1< dj
= . k
=2 Sk 1.
w 5 1Jk/\ (9)

LCiod significa che & ¢ indipendente dalla scelta della terna solidale 77(0, j1, j2, j3)-



1.2. Moti rigidi

Si omette la dimostrazione.
Le formule 1.8 si dicono formule di Poisson.

Da 1.7 segue allora

3 3
Vp=vVa+ Y yGAQP=vo+EA+ D yiji
1 1

e quindi
Vp=Vva+JAQP. (1.10)

Questa ¢ la formula fondamentale della cinematica dei moti ri-
gidi. E’ infatti evidente il rilievo della determinazione del vettore J: dati
@ e la velocita di un punto Q € C (arbitrario), la 1.10 fornisce la velocita
di ogni P € C.

Consideriamo ora un vettore u(t) dipendente da ¢. In riferimento a 7’
€sso puo esprimersi sia come

ut) =Y uit) js (1.11)

sia, con riferimento a 7', come

u(t) = Z U;(t) .

1

Si derivi la 1.11:
du < 2 djj
M ST s iy 1.12

dove, d’ora in poi, si indichera 01 = Zi’ U; Ji-
Da 1.12 e dalle formule di Poisson segue dunque

d
£=u+wAu. (1.13)

Si osservi che 1 ¢ la derivata di u che mantiene le j; costanti (in sostanza
¢ la variazione di u rispetto ad un osservatore su T”), cosi la 1.13 si pud

scrivere
(&),
—_ = —_— w u.
dt spazio dt corpo
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Si osservi anche la particolarita del vettore &J: se

W
e=—,
wl
da 1.13 segue
de
— =é. 1.14
il (1.14)
Ne risulta — in particolare — che se la direzione di & e costante nello

spazio, & costante rispetto al corpo (cioe rispetto a T'), e viceversa.

1.3 Accelerazioni nel moto rigido

Dalla formula fondamentale 1.10 segue (per derivazione)

: dQP
ap:ag—&—ﬁ/\QP—Hﬁ/\W

e, ricordando 1.6 e 1.10, si ha
ap=aq+WGAQP+TA(GAQP). (1.15)

L’ultimo termine al secondo membro ¢ un prodotto del tipo vi A (va Avg)
che si dice doppio prodotto vettore e vale la formula, facilmente verificabile,

vi A (Vz N V3) = (Vl X V3)V2 + (Vl X V2)V3 . (].].6)

La retta a passante per §2 e parallela a & si dice asse istantaneo di rota-
zione del moto rigido di C.

Indicata con @ la proiezione ortogonale di P su a, e poiché
GA(BAQP)=0ANTN(QQ+QP),

da 1.16 segue
GA (@B AQP) = —w?QP.

In definitiva, per ’accelerazione di un P generico da 1.15 si ha

ap =ag +J A QP —w?QP. (1.17)



1.4. Moti rigidi particolari

Figura 1.2: Accelerazioni nel moto rigido.

1.4 Moti rigidi particolari

Se durante il moto di C risulta & = 0Vt € I, si dice che il moto &
traslatorio. In tal caso, da 1.10 e 1.17 segue

Vp =VQ e ap = aq, (1.18)

quindi le velocita e le accelerazioni di tutti i punti sono uguali in ogni
istante di un moto traslatorio. Se & = 0, da 1.9 segue

dijc

o =0 con k=1,2,3

e ciod T” ha assi con direzione invariabile rispetto a T. Lo stesso vale per

ogni altra terna solidale a C.

Si dice che un moto traslatorio ¢ uniforme se
Vp = cost, ap =0 Viel. (1.19)
Se durante il moto di C, posto e = %, risulta

de
— =0 Vtel
dt ’
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il moto si dice rototraslatorio. Cio equivale a dire che la direzione di & &
costante nello spazio e quindi (vedi 1.14) & costante anche nel corpo.

Il moto di C si dice con punto fisso se esiste un 2 € C' tale che

doQ
— =0 tel
7 vtel,

Vo

e, dalla formula fondamentale 1.10, segue
Vp =WJAQP. (1.20)
Un moto di C con asse fisso — tale cioé che esista una retta a solidale tale

che VA € a, vo = 0 per t € I — si dice moto rotatorio. Un moto rotatorio
¢ un caso particolare di moto rototraslatorio e infatti, se Py, P> € a,

dP Py
=JdAPP,=0
7 152
e, see= %, segue quindi e || a e dunque % =0.

La retta a si dice asse di rotazione fissa nello spazio (e nel corpo).

Un moto rotatorio si dice uniforme se & = cost per t € I.
Si osservi che in un moto rotatorio (uniforme) segue?

a, = —w QP, (1.21)
che si suol dire accelerazione centripeta.

Si consideri il moto rotatorio rappresentato in Figura 1.4: l'asse di
rotazione € fisso nello spazio — e nel corpo — e puo quindi farsi coincidere
con gli assi 3 = y3 delle due terne T (fissa) e T” (solidale). Se ¢ & I’angolo
01/0\_11 e facile provare che

&= iy = heg - (1.22)
Infatti
j1 = cos¢gcy +singces
jo = —sin¢gcy +cosgca,
2Da 1.17.



1.4. Moti rigidi particolari

M

Figura 1.3: Analisi del moto rotatorio.

ne segue

djir _ . djz2 .

42— 2= ) 1.23

dt ?J2 dt ?Jj1 ( )
Ricordando che & = SUHA Gt (vedi 1.9),

Lo Lo djn . dj2

= i A S A2 40
w=3 [J1 ar +J2 at +

e, da 1.23,
I . . .
W=y [¢J3+¢J3} =¢jz=¢cs3.

1.4.1 Moti piani

Per semplicita, si consideri il moto di una lamina (piana) rigida su di
un piano II fisso nello spazio. Si vuole dimostrare che un tale moto & ro-
totraslatorio e che, V¢ € I (intervallo del moto), la velocita angolare & &
ortogonale a II (oppure ¢ nulla).

Infatti se 2 e P sono due punti qualsiasi della lamina, la formula fonda-
mentale fornisce

Vp—Va=U0AQP.
Poiché €2 e P si muovono su II, le loro velocita v e vp sono parallele a
II. Se quindi n individua il versore perpendicolare a II, segue che

(vp—va)xn=(JdAQP)xn=0.
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Poiché QP ¢ un vettore qualsiasi parallelo a II (2 e P sono arbitrari),

segue necessariamente il parallelismo tra & e n, ovvero, posto e = =, si ha

e==+n.

In definitiva e ha direzione invariabile nello spazio e il moto — per defini-
zione — & rototraslatorio.

Osservazione
Dalla formula fondamentale 1.10, moltiplicando per dt, segue

vpdt = vodt + ddt A QP
per cui, ricordando la definizione 1.3 di spostamento elementare, segue che

per ogni moto rigido
dP = dQ + &dt AN QP

esprime lo spostamento elementare di ogni punto P € C.

1.5 Esercizio

Si consideri un moto piano costituito da una lamina rigida che si muova
sul piano (0, z1,x2).

¢

P (X[, X2, 0)
o

Q (x50, X20, 0)
(

Xy

Assegnate Of) = 2tcy + 3c3 e w = 2tcg, si trovi la velocita del generico
punto P(x1,x2,0) della lamina. Partiamo dalla velocita del punto:

Vp = &1C1 + T2C2 e vo=——=2¢1.

10



1.6. Angoli di Eulero. Precessioni

Si ha dunque
Vp=va +JAQP, (1.24)

dove
QP = (21 — z10)c1 + (T2 — xaq)c2 = (z1 — 2t)cy + (2 — 3)ca .
La 1.24 diviene quindi

C1 C2 C3

Z1C1+Eoce = 2¢1+ 0 0 2t | = 2¢1—2t(x2—3)c1+2t(x1—2t)cy .

xry — 2t To — 3 0
(1.25)

1.6 Angoli di Eulero. Precessioni
La posizione di un corpo rigido C'— in cui si consideri fissata una terna

solidale T"(Q, y1,y2,y3) di versori ji,j2,js3 — ¢ nota, rispetto a una ter-
na assegnata T', quando siano noti (z10, 20, T30, ) € le direzioni j; delle y;.

Figura 1.4: Angoli di Eulero e precessioni.

Spesso si usano gli angoli di Eulero in cui, riportate le due terne alla
stessa origine O, N rappresenta la linea dei nodi ed & l'intersezione dei
piani (O, x1,z2) € (O,y1,y2). Detto

QZC;O\j3a OSHSW,

11
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N & orientata in modo che (z3, j3, V) sia levogira.
Posto -
1 = c10N | 0<y<2nm

6=NOj1, 0<¢<2r

0 si dice angolo di nutazione, 1 si dice angolo di precessione e ¢ angolo di
rotazione propria: i tre angoli determinano univocamente la posizione di
T' rispetto a T.

Sussiste la seguente formula:
G=1cs+0ON+djs (1.26)

(di cui verra data a lezione una giustificazione intuitiva). Da essa si possono
ricavare le componenti di & rispetto alla terna T":

p1 = 9cos¢+1/}sin¢cosé
P2 = —0sin ¢ + 1) cos psin (1.27)
p3 = ¢+ Pcosl

oppure le componenti di & rispetto alla terna fissa T":

w1 = 9cos¢+q§sinwcos9
wo = Bsiny — pcos1)sin b (1.28)
w3 =1 + ¢cosb

Si omette la dimostrazione di queste formule ma si osservi, ad esempio,
che la terza equazione delle 1.27 segue immediatamente moltiplicando sca-
larmente, in 1.26, per js.

Un moto rigido con punto fisso (v, = o) si dice precessione se esiste
una retta fissa p ed una retta solidale p passanti per O tali che — durante
il moto — ’angolo 0 da esse formato sia costante.

Siano c e k i versori di p e p:

d d dk
%(0039) = e k=cA T
e, poiché k ¢ un versore solidale, dalle formule di Poisson segue
dk
— =JAk.
it~ “
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1.6. Angoli di Eulero. Precessioni

p4 asse di precessione

asse di
figura

Figura 1.5: Precessione.

In definitiva

d
£(0059) =cxd Ak

pertanto i vettori ¢, &J e k sono complanari se e solo # = cost. Ne viene
che e caratteristica dei moti di precessione la seguente espressione di &:

& =0(t)c+ p(t)k, (1.29)

dove 9(t) si dice velocita di precessione e u(t) velocita di rotazione propria.
Quando esse sono costanti, la precessione si dice regolare.

Osservazione
Ricordando l’espressione 1.26 della velocita angolare &, e supponendo di
assumere x3 come asse di precessione e y3 come asse di figura, dall’essere
=0 segue . )
Wd=1vc3+9gjs.

1/} € quindi la velocita di precessione e ¢ quella di rotazione propria. Questo
e il motivo per cui gli angoli di Eulero ¢ e ¢ si dicono, rispettivamente,
angolo di precessione e angolo di rotazione propria.

Esercizio

Si trovi & nella nota precessione degli equinozi.
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Capitolo 2

Dinamica

2.1 1l problema dei moti relativi

Dati due riferimenti 7°(0, 21, z2, x3) e T7(0, ], 24, 25) supporremo con-
venzionalmente che la terna T’ sia mobile rispetto alla terna 7', da ritenersi
fissa. Cio significa che data una ascissa temporale (ammissibile) ¢, la terna
T’ si muove di moto rigido rispetto a T, moto assegnato da

{OQ = 00(t) tel

Ji =3i(t),

dove le j; rappresentano i versori fondamentali di 7”.
Indicheremo convenzionalmente T' come terna fissa (o assoluta) e 7" come
terna mobile (o relativa).

Quando una particella P & in moto rispetto sia a T' che a 7", il moto
assoluto e rappresentato da

3
OP=> z(t)es tel (2.1)
1

e, fissata un’ascissa temporale ammissibile ¢ rispetto a cui coordinare il
moto di P rispetto a T”, il moto relativo & fornito da

3

QP =) "yt ter. (2.2)
1

15



Dinamica

Il problema della cinematica relativa & quello di trovare le relazioni inter-
correnti tra i moti descritti da 2.1 e 2.2 e le associate grandezze cinematiche
principali (velocita e accelerazione) valutate nei due riferimenti.

In altri termini ci proponiamo di trovare le relazioni intercorrenti tra i ri-
levamenti cinematici che due eventuali sperimentatori, posti uno in T ed
uno in 7", potrebbero osservare studiando il moto di una stessa particella
P.

Risolveremo facilmente il problema ipotizzando che sia possibile assumere
la stessa ascissa temporale nei due riferimenti, cio¢ che t = ¢’ e che la 2.2
possa essere riscritta come

QP =) y(t)ji tel. (2.3)

Cio equivale ad affermare che eventi simultanei per un osservare in T' lo
saranno anche per un osservatore in 7”. Questa assunzione ci condurra
alle importanti formule del prossimo paragrafo.

Ora, se tali formule — come faremo — si riportano in Dinamica, ¢ bene
rendersi conto che I'assunto da cui derivano non ¢ una semplice ipotesi ma-
tematica, bensi diviene una vera e propria assunzione fisica (riguardante,
ad esempio, il comportamento di orologi in moto relativo). E’ bene cioe
rendersi conto che, se vogliamo trasportare quanto si stabilira tra poco in
una teoria fisica, sara necessario assumere quanto appena affermato sulla
“simultaneita” come postulato fondamentale della cinematica clas-
sica.

Esso, come ¢ noto, ¢ negato in Relativita.

2.2 Formule della cinematica relativa. Teo-
rema di Coriolis
Diremo convenzionalmente:
moto assoluto: il moto della particella P rispetto alla terna T (assoluta);
moto relativo: il moto della particella P rispetto alla terna T’ (relativa);

moto di trascinamento: il moto di quel punto dello spazio solidale a T”
che & sovrapposto alla particella nell’istante ¢ generico.

Indicheremo con:

16



2.2. Formule della cinematica relativa. Teorema di Coriolis

va la velocita di P rispetto a T (velocita assoluta);
v, la velocita di P rispetto a T" (velocita relativa);
v, la velocita di trascinamento.
Dalla formula fondamentale dei moti rigidi segue che
v, =vq+d, ANQP, (2.4)

dove &, rappresenta la velocita angolare di T".

Y3
Xq 4 [ ] P
Y1
Q
Yo
0 X,
Xy
Figura 2.1: Terna T e terna T'.
Dalla relazione vettoriale !
OP = 0O+ y; ji, (2.5)
e derivando rispetto al tempo, segue
dOP i dji
—_— =V, =V - 13 ; —
dt a Q Yi Ji Yi dt
che, ricordando le formule di Poisson, diventa
va =¥iJi + (v + dr Ayiji) - (2.6)

Posto quindi v, = g; ji (velocita relativa), da 2.4 si ha

Va=Vy+V,. (2.7)

1Si omette, per brevita di scrittura, il simbolo di sommatoria E? YiJi = Yiji
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Dinamica

Infine, derivando la 2.6, segue facilmente
ag=ap+a,+2d, Avy. (2.8)

Quest’ultima equazione esprime l'importante teorema di Coriolis:
I’accelerazione assoluta risulta somma dell’accelerazione relativa, dell’ac-
celerazione di trascinamento e del termine a, = 24, A v, che si dice,
appunto, accelerazione di Coriolis.

Infatti, per derivazione da 2.62 si ha:

o . s
Aa = yiJiJ’_yi%+aQ+wr/\QP+yi(w7—/\‘]i)+wT/\yi%
8a = ar+[ag+d AQP+3; A @ AQP)] + dawr As + G5, Adi

Ne viene quindi
aa = a, + [ag + & AQP + &, A (@ AQP)] + 26, Av,,

dove il termine in parentesi quadra e 1’accelerazione di trascinamento
del punto P. Quindi, in definitiva, la formula di Coriolis e

a, = ap+a, +20, Av,.

2.3 Casi particolari

Primo caso

L’accelerazione di Coriolis ¢ non nulla solo se &, # 0 (e ovviamente
vy #£ 6). Ne viene che se il moto ¢ traslatorio si ha a, = a, + aq.

E’ molto rilevante il caso del moto traslatorio uniforme (a, = a,) poi-
ché se (e solo se) il moto di T” & di questo tipo, allora laccelerazione
coincide nei due riferimenti 7' e 7" in ogni caso.

Secondo caso
Supponiamo che il moto di T” sia rotatorio e uniforme, dunque
ay = a, +d, A (- AQP) + ac (2.9)
per cui, con @ proiezione ortogonale di P sull’asse di rotazione, si ha

a, =a, — QP + a. . (2.10)

28i ricordino le formule di Poisson.
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2.3. Casi particolari

X4

Figura 2.2: Moto rotatorio e uniforme.

Terzo caso
Dato un corpo rigido C in moto rispetto a T' e T, detta I, la velocita

angolare di C rispetto a T e &, la velocitd angolare di C rispetto a T”, si
potrebbe dimostrare che

Do =@y + By . (2.11)

Y3

Y2

Figura 2.3: Terzo caso.
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Dinamica

2.4 Dinamica relativa

Sono concepibili corpi rigidi e, in natura, sono riscontrabili corpi ap-
prossimativamente rigidi. Uno spazio X solidale ad un corpo rigido si dice
spazio cinematico. Una qualsiasi terna T%(0, 21, 22, x3) solidale a X si dice
riferimento in 3.

Si dice che lo spazio cinematico X € inerziale — e un qualsiasi riferi-
mento T, si dice riferimento inerziale — se ogni particella isolata® ha in
Ty traiettoria rettilinea.

Si dice che una ascissa temporale ammissibile & naturale se una qualsiasi
particella isolata riferita ad uno spazio inerziale 3 ha

v = cost (a=0).

Cio significa che la particella isolata si muove di moto rettilineo uniforme
rispetto a 2.

Il primo principio della dinamica postula che:
e esistono spazi inerziali;
e esistono ascisse temporali naturali*

E’ facile provare che se ¥ & inerziale, lo & anche ogni spazio cinematico
Y che trasla uniformemente rispetto a Y. Infatti, data una particella
qualsiasi, e detta a l’accelerazione in ¥ (T%) e a’ quella in ¥’ (T%/), & noto
dal teorema di Coriolis che

a=a +a,+20, AV, (2.12)

essendo v’ la velocita (relativa) rispetto a Tsy e a,, &, rispettivamente
I’accelerazione di trascinamento e la velocita angolare di trascinamento
(cioe la velocita angolare di Tsv).
Per ipotesi, a = 0 e &, = 0 (moto traslatorio uniforme). Se quindi la
particella e isolata, per la definizione stessa di spazio inerziale, a = 0 e da
2.11 segue

a=0

per ogni particella isolata. Cid significa dunque che ¥’ & inerziale.

Si potrebbe inoltre provare il viceversa e stabilire quindi il seguente
teoremas:

3Isolata significa “lontanissima” da ogni corpo che possa interagire dinamicamen-
te; ipotizziamo allora di poter considerare particelle isolate con posizioni e velocita
arbitrarie (principio zero della dinamica classical).

4D’ora in poi ci riferiremo sempre e solo ad ascisse temporali naturali.
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2.4. Dinamica relativa

Teorema 2.1 Tutti e soli gli spazi inerziali sono quelli che traslano uni-
formemente rispetto ad uno spazio inerziale ¥ (che certamente esiste per
il I° principio delle dinamica classica).

E’ ben noto che in uno spazio inerziale ¥, e in un qualsiasi riferimento
Ty, per una qualsiasi particella P vale

ma=F, (2.13)

in cui F rappresenta la forza assoluta, ovvero quella esercitata sulla par-
ticella dagli altri corpi dell’universo in grado di interagire dinamicamente
con la particella P. In questo consiste il secondo principio.

Sia ora 3 uno spazio non inerziale e a, e &, siano ’accelerazione e la ve-
locita angolare di trascinamento di P in ¥ (Tx). Detta a, 1'accelerazione
di P in 3, e a quella in ', dal teorema di Coriolis segue

a—a,—a, —2d; AV.
Moltiplicando per la massa m della particella si ha
ma=ma, —ma, —2mdu, A V. (2.14)
Da 2.13 segue che ma, = F (forza assoluta) e quindi, da 2.14,
ma=F —ma, —2md,. Av. (2.15)

Tale equazione rappresenta l’equazione della dinamica in un riferimen-
to non inerziale.

Si definisce
F,.=-ma;

forza di trascinamento, mentre
Fo=-2md, Av

si dice forza di Coriolis.

L’equazione vettoriale 2.13 (oppure la 2.15) proiettata sugli assi di un
riferimento T'(0, x1, 2, x3) fornisce un sistema di equazioni differenziali

m.il':¢i($1,$2,$3,$1,j§'2,i’3) 2:17233

per il quale si suppongono valide ipotesi analitiche di esistenza ed uni-
citd delle soluzioni. Assegnate quindi le condizioni iniziali z;(0) = 20 e
#;(0) = 29 — posizione iniziale e velocita della particella P — il moto &
allora determinato. In questo consiste il cosiddetto carattere deterministi-
co della Meccanica Classica, e lo stesso si estendera poi a tutti i sistemi

meccanici a finito numero di gradi di liberta.
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Dinamica

2.5 Dinamica in un riferimento terrestre

2.5.1 Premesse

Il riferimento relativo scelto ¢ quello in Figura 2.5.1, dove 2 & I'origine e
il punto iniziale del moto della particella P, ’asse x € tangente al parallelo
locale e rivolto verso Est, y passa per il centro della Terra O ed ¢ la verticale
ascendente e z € la tangente al meridiano locale ed e orientato verso Sud.

Figura 2.4: Dinamica di un riferimento terrestre.

Il riferimento assoluto ha origine in O, l’asse Z & rivolto come &, (ve-
locita angolare della Terra) e X, Y sono orientati verso le galassie.
Tale riferimento puo ritenersi inerziale (per non lunghi intervalli di tempo).

Relativamente al riferimento (Q, z,y, z), 'equazione del moto di P &°

mM@

——20P —ma,) —2ma, AV.
Top? )

ma = (

Come & chiaro, la forza assoluta si riduce all’attrazione gravitazionale della
Terra® — supposta sferica e omogenea.

5Dove @y = 7,27 X 10*5rad/sec.
SE’ necessario perd trascurare altre forze, in particolare la resistenza dell’atmosfera.
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2.5. Dinamica in un riferimento terrestre

E’ possibile inglobare i primi due termini in parentesi dell’equazione
precedente e scrivere (semplificando m)

a=g—2d; AV (2.16)

dove, per moti prossimi a ), & lecito considerare g costante e parallelo
all’asse y.”
Indicata con € la latitudine, le componenti di &, sono

&r = (0, w, sine, —w;, cose).

Esplicitamente, se x,y, z sono le coordinate di P, la 2.16 &

i Kk
Zi+4§j+zik=—-gj—20,|0 sine —cose (2.17)

che, proiettata sugli assi, fornisce il sistema
T = —2w;sine-z — 2w, COSE- Y
Jj=—g+2w,cose-& (2.18)

Z=2w;sine -1 .

In generale, le condizioni iniziali sono:

7Si considerino moti di P “abbastanza vicini” alla superficie terrestre e prossimi a
), al piu, qualche decina di chilometri.
Nella formula )
ar =aq +dr AQP 4+ &r A (G- AQP)

possiamo considerare Br~0edr A (@r A QP) = 0, questo perché w? & dell’ordine di
10719 ¢ QP & “piccolo”. Ne viene che
ar ~aq,
dove |ag| = w?|Q20| essendo Q' la proiezione ortogonale di 2 sull’asse terrestre.
Si definisce g — accelerazione di gravita — come
MrOP
op3

che varia sia con |OP| che con la latitudine. L’approssimazione consiste allora in questo:

g = + aqQ

a. |g| = costante;
b. g & parallelo all’asse y.

L’ipotesi (a.) & certamente lecita per quei moti che non si discostino molto da Q e
abbastanza vicini alla superficie o, in altre parole, non molto alti. Ma poiché dipende
dalla latitudine, anche (b.) & lecito: angolo tra g e l’asse y sara al massimo 0.2°.
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Dinamica

Il sistema 2.18 ¢ lineare a coefficienti costanti e, in questo caso, di immedia-
ta soluzione. Integrando infatti (tra 0 e t) la seconda e la terza equazione
del sistema, si ottiene

Y — Yo = —gt + 2w, cose-x
{73 — 20 = 2w, sine-x . (219)

Da 2.19 si ricavano gy e z che, sostituite nella prima equazione di 2.18,
forniscono un’equazione differenziale nella sola = a coefficienti costanti e
di facile soluzione.

2.5.2 Deviazione dei gravi verso oriente

Si vogliono integrare le equazioni 2.18 con le condizioni iniziali

x(0) = 0,y(0) =0,2(0) =0 e %(0) = &9, y(0) = 9o, 2(0) = 20 = 0.

Le 2.19 divengono
Yy = —glt + 2w, cose-x
Z=2w;sine-x

che sostituite nella prima equazione del sistema 2.18 forniscono

&+ dw?r = (92w, cose)t. (2.20)
L’integrale generale dell’omogenea associata ¢ quindi

T = ¢1co82w, + cosinw,t,

mentre l'integrale particolare di 2.20 puo ricercarsi nella forma ¢(t) =
At + B. Sostituendo ¢ e ¢ in 2.20 risulta

4w2 (At 4 B) = 2gw;, cos et

e quindi B = 0, mentre
A= cose.
wr

Ne viene quindi che 'integrale generale di 2.20 e

T = ¢1 cos 2wt + cgsin 2w, t + cose-t. (2.21)

g
2w,
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2.5. Dinamica in un riferimento terrestre

Le costanti arbitrarie ¢; e ¢o si debbono determinare mediante le condizioni
iniziali 2(0) = 0, £(0) = 0 e, pertanto, segue che

z(0) = 0 = c1=0
#0) = 0 = 2wreg + 29 cos e
e quindi c; = — ;%5 cose.
In definitiva la soluzione &
z(t) = I cos €[—sin 2w, t + 2w, t]. (2.22)

T 402
4w?

Essendo noto che I'arco ¢ sempre maggiore del suo seno, ovvero a > sin «
Ve, dalla 2.22 risulta che V¢t > 0, z(t) > 0.

In definitiva il grave P devia verso Est, ovvero nella direzione delle x
positive.

Osservazione

Nella figura si € considerato il fenomeno nell’emisfero Nord, ma cosa
succede nell’emisfero Sud? Succede esattamente la stessa cosa: il grave P
devia verso Est. Nell’emisfero Sud, infatti, la latitudine sarebbe negativa
e, poiché cos —e = cose, la 2.22 indica che anche a Sud la deviazione ¢
verso Est.

Diversa nei due emisferi, e anzi opposta, ¢ la deviazione dei moti che —
ad esempio — avvengono parallelamente alla superficie terrestre (vedi pa-
ragrafo 2.5.3).

. . 3 5 . . . .
Ricordando che sinu = v — %4 || % ..., la soluzione di 2.22 diviene
piu espressiva approssimando il termine in parentesi quadra e fermando

I’approssimazione al secondo termine. In questo modo si ha u —sinu = %—,3
e la 2.22 fornisce
g 2wt 5 1 3
T = cos = —gw,Ccos€ 17, 2.23
o (57)" = 39wr (2.23)

che facilita i calcoli.
Nota x, da 2.19 si possono dedurre — con un’integrazione — y e z. Usando
per x P'approssimazione 2.23 si ottiene

{y = —1gt® + w2 cos?e-t! (2.24)

z=9w2sinecose-t*

6T

Le formule 2.24 indicano che ’azione della forza di Coriolis ha
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e un effetto di “alleggerimento” del corpo (vedi la prima equazione di
2.24);

e un effetto di deviazione verso ’equatore (vedi la seconda equazione
di 2.24).

Cio vale in entrambi gli emisferi: la cosa € ovvia per la prima equazione del
sistema (2.24) mentre, la seconda, indica una deviazione che sara rivolta
verso gli z positivi nell’emisfero Nord e verso gli z negativi dell’emisfero
Sud (e < 0), deviazione che risulta perd in entrambi i casi verso I’equatore.
Ad ogni modo, si osservi che nella 2.24 compare w2, un fattore dell’ordine
di 1071: si tratta allora di effetti piccoli rispetto alla deviazione 2.23, in
cui w, compare invece linearmente.

Esempio

Pensiamo, per semplicita, di considerare il problema all’equatore (e =
0, cose = 1): la deviazione ¢ massima e risulta z =0 e
a=2u.t3, (2.25)
3
Calcoliamo la deviazione nel caso che il grave cada da 400m. Il tempo di
caduta & fornito dalla prima equazione del sistema 2.24%:

—400 = %th + L2 (2.26)
e, sostituendo il tempo cosi ottenuto in 2.25, si trova = § = 17.6cm, che
sara naturalmente verso Est.
Proseguendo, e accontentandosi di un’approssimazione ulteriore, si trascu-
ri w2 nella 2.26 per ottenere t? = % ~ 81 e quindi, t = 9s. Da 2.25 segue
infine § & 17.5cm. (

2.5.3 Moti paralleli alla superficie terrestre

Un punto che si muove parallelamente alla superficie terrestre tende
— rispetto alla direzione del moto — a deviare verso destra nell’emisfero
Nord e verso sinistra nell’emisfero Sud. Cio e dovuto al fatto che la forza
di Coriolis &
F=-2md, A\v=2mvAd,.

8E’ ovvio che assumiamo il riferimento con origine nel punto di partenza del grave.
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2.5. Dinamica in un riferimento terrestre

Essa, dipendendo da w, (che & piuttosto piccola) e da v, ha effetti signifi-
cativi solo per velocita elevate o per moti di lungo periodo.

Per tali moti la velocita di una particella all’istante ¢ pud assumersi
(non lontano da Q)

v=uvgi+ vk (vy ~0).

La forza di Coriolis sulla massa unitaria ¢

i j k
Fec=2vAd, =2w, |v, 0 v, ,
0 sine —cose

quindi Fe = 2w, (—v, sin€ei+ v, cosej + v, sinek).

Trascuriamo — ma non sarebbe essenziale — leffetto di “alleggeri-
mento” (v, cosej) e consideriamo la sola componente di F¢ sul piano
(Q,z,2):

F; = 2w, sine (—v,i+ v.k).
Se pensiamo di essere all’emisfero Nord (sine > 0), tale componente —

per un osservatore rivolto verso v, e orientato come j — tende a deviare
la particella verso destra.

osservatore

Infatti
FE AV xj= (v2+v2)2w, sine >0,
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Dinamica

cioé i tre vettori formano una terna levogira. Nell’emisfero Sud (sine < 0)
la terna ¢ destrogira.

Esempio 1

Gli uragani avvengono quando una zona di pressione molto bassa & cir-
condata da un’area di pressione molto alta. Masse atmosferiche accorrono
con notevole velocita verso la zona di bassa pressione e le forze di Coriolis
la fanno deviare (nell’emisfero Nord) a destra. Si determina cosi una in-
tensa circolazione atmosferica in senso antiorario.

Nell’emisfero Sud il fenomeno e speculare e la circolazione avviene in senso
orario.

M Pressione

Bassa
Pressione

Esempio 2

Il fenomeno dei vortici fluidi & analogo.

Esempio 3

Nel caso dei fiumi, ma anche delle correnti marine, la velocita e picco-
la ma Deffetto € di lungo periodo. E’ infatti sperimentalmente verificato
che i fiumi dell’emisfero Nord erodono di piu la riva destra, mentre a Sud
avviene ’esatto contrario.
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2.5. Dinamica in un riferimento terrestre

Esercizio

Analizzare la circolazione atmosferica nei due emisferi nel caso in cui la
zona interna sia di alta pressione e ’area circostante sia di bassa pressione.

2.5.4 Caso generale. Esempi.

Si puo risolvere il sistema 2.18 assumendo condizioni iniziali generiche
(0) = &0,9(0) = 9o, 2(0) = Zo

mentre — data l'arbitrarieta di scelta dell’origine {2 — continueremo a
considerare z(0) = y(0) = z(0).

Si procede come nel paragrafo 2.5.2: si tratta di sostituire le y e 2 ricavate
dal sistema 2.19 (con g e 2o non nulli) nella prima equazione del sistema
2.18. Anche in questo caso si ricava un’equazione del secondo ordine, nella
sola z, di facile soluzione e da cui si possono quindi trovare y e z mediante
integrazione delle 2.19.

Consideriamo qui il caso in cui (0 < « < 7):

%(0) =0, 9(0) = vg sin v, 2(0) = vg cos a (2.27)

come puo essere, per esempio, il casi di un tiro di artiglieria posta in €2
con “alzo” « sull’asse positivo delle z.

A

A
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In tal caso le 2.19 divengono

{g:/: —gt4.—2w7cose~x+v0sina (2.28)
Z =2w;sine-x +vpcosa .
Sostituendo nella prima equazione del sistema 2.18 si ottiene
&+ 4w?x = 2w, cose - gt — 2w, sin (a + €) - vy (2.29)
e l'integrale generale e quindi del tipo
x = ¢y €08 2w, t + co sin 2w, t + (At + B) (2.30)

Sostituendo ¢ = At + B nella 2.29 si ricava

g Vo

A= cose, B=-— sin (a + ¢€)
W, W,
e quindi l'integrale 2.30 &
T = ¢1 cos 2w, t + cgsin 2w, t + cose-t — Y sin (a+¢) . (2.31)
Wy Wy

Con le condizioni iniziali 2(0) = £(0) = 0 si ottiene

c1 = go-sin(a +¢€)
Cy = — 25 COSE

e, in definitiva, la soluzione &

gcose
- 2
4w?

vo sin (« + ¢€)
2w,

{— sin 2wt + 2wt] + [cos 2w,t — 1] . (2.32)
Procedendo ad approssimazioni gid applicate nel paragrafo 2.5.27, si

ottiene subito

x = %wT cos et® — w g sin (o + ) - 2 (2.33)

(st osservi che 2.33 coincide con 2.23 per vy = 0).

Sostituendo 2.33 nelle 2.28 si ottengono, per integrazione, y e z, varia-
bili che conterranno entrambe termini in w?2.
Se si considerano intervalli temporali “contenuti” possiamo trascurare tali
termini in w2 ottenendo

_ _gt? :
=—%5 tvsina-t (234)
z=wpcosa-t ’

2
9Si tenga conto che cosu =1 — e
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2.5. Dinamica in un riferimento terrestre

che ¢ la stessa soluzione del moto con accelerazione costante g visto nel
corso di Fisica e che equivale al considerare la Terra non rotante (e piat-
ta). Si tratta di buone approssimazioni per intervalli di tempo brevi e
per scostamenti da {2 abbastanza limitati, dell’ordine di qualche decina di
chilometri.

In questo ordine di approssimazione & facile trovare il tempo # in cui il
proiettile raggiunge il piano orizzontale (y = 0) e che, di fatto, arriva al
suolo.

Da 2.30 segue infatti

_ 2
f= Lsina (2.35)
g

che, sostituito nella terza equazione del sistema 2.34, fornisce la gittata:
v2
z=sin2a. (2.36)
g

Sostituendo ¢ nella 2.33 si ottiene la deviazione del proiettile rispetto al
piano verticale (€2, y, z) dovuta alla forza di Coriolis.

Esempio

Un cannone spara con alzo a = 15° e vg = 1000 m/sec da un punto di
latitudine e = 30° sulla superficie terrestre.

e Dopo quanti secondi il proiettile arriva al suolo?
Da 2.35 si ricava il tempo:

2000
F=2" 0925252
98 i

e Qual ¢ la distanza percorsa?
Da 2.36'0
zZ=>51 km

e Qual ¢ la deviazione?
Da 2.33 segue

6 = w,(§ cos30°7 — 1000sin45°) = ~110 m

e la deviazione ¢ dunque di circa 110 m a Ovest.

10Se considerassimo pure la resistenza dell’aria risulterebbe alquanto meno.
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Esercizio

Risolvere lo stesso problema con alzo di 15° sull’asse negativo delle z.
(Tiro verso Nord: o = 165°)

Esercizio

Si supponga che Q sia sull’equatore (e = 0) e di lanciare verso l'alto
(o = 7/2) con velocita vg. In tal caso 2.33 e 2.34 forniscono

r = —w,vt? + w, 3t
z=0

dove la prima equazione di 2.37 si puo scrivere

T = w,t?(—vy + %t) ,

da cui deriva che

{gg < 0 per t < 3vg/g il proiettile va verso Ovest (2.38)

x > 0 per ¢t > 3uvg/g il proiettile va verso Est

questito: il proiettile ricadra al suolo a Est o a Ovest?
(Risposta: a Quvest. Perché?)

Esercizio

Si svolga l'esercizio precedente se vg = 30 m/s e si trovi la deviazione
del corpo quando raggiunge il suolo.

(Risposta: 2,7 c¢m, verso Ovest)

Esercizio

Si consideri € = 0, vp = 60 m/s e z I'asse verticale rivolto verso l’alto.
Dalle 2.38 segue che inizialmente il corpo si spostera verso Ovest e, in
seguito, andra verso Est.

Da che quota h sulla superficie terrestre occorrerebbe lanciare un corpo
(da £2) affinché il corpo stesso atterri esattamente sulla verticale del punto
di lancio (x = 0)?

(Risposta: 551 m)
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Capitolo 3

Vincoli e spostamenti.
Sistemi Olonomi

Premessa

Qui e nel seguito del testo considereremo funzioni scalari o vettoriali

flxy, 29, .y, )

dove (z1,...,2,) € C C IR™ aperto e connesso, e t € I C IR intervallo
temporale. Supporremo inoltre

f(.’I,'l, ...7l'n,t) € Oé’x[

con k > 1 quanto occorre.

3.1 Vincoli olonomi e anolonomi

Sia C' un sistema la cui posizione, rispetto ad un riferimento T, sia
individuata da un numero finito di parametri (o coordinate) &1, ..., &;.
Tale sistema puo essere sia un sistema particellare di n punti, ed in tal
caso le &; possono essere le 3n coordinate cartesiane (z%, 2%, 2%), cosi come
potrebbe trattarsi di un corpo rigido, caso in cui le & (con ¢ = 1,...,6)
potrebbero essere le coordinate (x1q,Z20,z3q) di un punto  di C e gli
angoli di Eulero (6,4, ¢).

Infine il sistema C' puo anche essere 'unione di un numero finito di sistemi
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dei tipi appena descritti.

Se il sistema & particellare la posizione di ciascun punto puo esprimersi
in funzione dei parametri &;:

OP; = OP;i(&1,&,...&), i=1,.,n. (3.1)

Se il sistema ¢ continuo:

OP = OP(&1,6,..,6), VPeC. (3.2)

Un sistema si dice vincolato se tutti — o alcuni — dei suoi punti non
possono assumere posizioni e/o velocita arbitrarie, altrimenti viene defini-
to libero.

In generale un vincolo bilaterale si esprime analiticamente mediante un
sistema di funzioni indipendenti e, almeno, differenziabili:

fk(£17§2:~~7£Ta£17527'“757’7t) :07 ( = ]-7"'7m)‘ (33)

L’esplicita presenza del tempo in almeno una delle funzioni f; significa che
i vincoli sono dipendenti dal tempo. Se invece % =0,conk=1,...m,
i vincoli si dicono indipendenti dal tempo o fissi.

In particolare, i vincoli espressi dalle equazioni 3.3 vengono definiti dif-
ferenziali.

Diremo vincoli finiti vincoli descritti da equazioni del tipo

fk(flyf?v"'7§7‘7t):05 k:17"'7m7 (34)

con m < r. Supporremo che le fj € C] siano indipendenti e quindi che la
matrice jacobiana (r x m)
O(f1eefm)

D(Er 6] (3:5)

abbia caratteristica mVt € I (intervallo assegnato).
Considereremo nel seguito anche vincoli differenziali limitandoci pero al
caso lineare:

S A&+ Bi(E) =0,  dovej=1,2,..d. (3.6)
1
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3.2. Gradi di liberta

Un vincolo differenziabile si dice riducibile ad un vincolo finito (o inte-
grabile) se le forme differenziali deducibili dalla 3.6 sono esatte, ovvero se
esistono d funzioni ®; (&1, ..., &, t) tali che

dd; = ZAjd& + B;-dt, dove j =1,2,....d
1

I vincoli olonomi sono vincoli di tipo finito, o quantomeno riducibili a
vincoli finiti, e si definisce sistema olonomo un sistema soggetto a tali
vincoli.

Si dicono vincoli anolonomi vincoli differenziali non riducibili a vincoli
finiti.

3.2 Gradi di liberta

Si consideri un sistema olonomo C' i cui vincoli siano del tipo descritto
dall’equazione 3.4 — o riducibili — e in cui valga la 3.5: ne viene che le
&1, ..., & non sono indipendenti.

Mediante le 3.4 si potrebbero, per esempio, esprimere le coordinate &, _,,,+1,

&r—mt2y -y & in funzione delle &, & ..., &-—, da assumersi come indi-
pendenti.
Il numero
N=r—-m

definisce il numero dei gradi di liberta del sistema C.

Dato un sistema olonomo & possibile introdurre (in vari modi, almeno
localmente) N parametri ¢1, g2, ..., gy — essendo N il numero dei gradi di
liberta — ed esprimere le posizioni del sistema C mediante tali parametri,

detti parametri o coordinate lagrangiane.

Se quindi C ¢ particellare si avra

OP; =OP;(q1,q2, -, qn, 1), i=1,...,m (3.7

mentre, se C' & continuo

OP =OP(q1,q2,-.-,qn,t), VP e(C. (3.8)
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Esempio 1
Un punto P sia vincolato su una superficie mobile
f($1,932,1‘3,t) =0. (39)

Il sistema ha 2 gradi di liberta:

N =3, delle coordinate di P — 1 pe delle eq. del vincolo — 2.

Si potranno ad esempio assumere le coordinate x1 = ¢q1, T3 = g2 come
coordinate indipendenti e ottenere dalla 3.9

z3 = 23(q1, G2, 1) -
Detti c1, ca, c3 i versori fondamentali di T(0, 21,22, x3) si puo scrivere

OP = qic1 + g2¢2 + 23(q1, g2, t)c3 .

Esempio 2

Il sistema C'sia formato dalla coppia di punti Py (z1, 22, 23) € Pa(y1,y2,y3)
vincolati in modo tale che P; rimanga sempre sull’asse x; e P, sempre sul
piano (0, z1, z2), e tali che la relativa distanza [ = | P; P»| rimanga costante.

v A
P,
P
Yt
«—> "
6G=x

Figura 3.1: Esempio 2.

N

Il numero di gradi di liberta € 2: si hanno infatti 6 parametri che
individuano i punti P, P liberi e le seguenti 4 equazioni del vincolo:

z3 =0, y3 =10, T2 =0, (xl_yl)Q'i'y%:lQ
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3.3. Spostamenti

da cui e immediata la relazione prima descritta:
N=6—-4=2.
Assumendo le coordinate lagrangiane ¢, go come in figura, si ottiene

{Opl = {qi1€C1

. 1
OPy, = (q1 +1cosgz)cy + Isingaca. (3.10)

Si osservi che, se invece di ritenere costante [ si assume [ come una funzione
assegnata del tempo (I = [(t)), il sistema & ancora a due gradi di liberta e
valgono le 3.10, ma solo a patto di assumere [ = [(¢).

In tal caso il vincolo e dipendente dal tempo.

Esempio 3

Si consideri il sistema continuo costituito dalla sbarretta rigida Py, Ps.
Gli estremi P;, P; sono vincolati come nell’esempio precedente e anche in
questo caso il numero di gradi di liberta e 2.

Se P ¢ un generico punto sulla sbarretta, e s e la sua distanza da P, si ha

OP = (¢q1 + scosqa)cy + Isingaca,

dove s non e una coordinata bensi un parametro che individua il generico
punto P € C e dove le coordinate lagrangiane sono solo ¢, go.

Esercizio

Si dimostri che un corpo rigido con punto fisso ha 3 gradi di liberta,
mentre un corpo rigido con asse fisso ne ha uno solo.

3.3 Spostamenti

Dato un sistema olonomo C, e introdotte le coordinate lagrangiane
(g1, .--,qn), abbiamo visto che vale la 3.1 se C ¢ particellare o la 3.2 se C
& continuo.

Si dice spostamento possibile per il sistema particellare C' lo sposta-
mento che porta il sistema dalla generica posizione P; all’istante t alla
posizione P; + dP; all’istante t + dt, essendo

N 90P, dOP;

ap, = 5990,
o, " o

1

dt (3.11)
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ottenuta differenziando 3.1.
Per un sistema continuo lo spostamento possibile & definito da

P = dgp + dt (3.12)
h

ottenuta differenziando 3.2.

Si dice spostamento virtuale, indicato dal simbolo s, lo spostamento
definito da N
Jd0P;
Iqn

5P =
1

Sqn, i=1,...n (3.13)

che, per un sistema continuo, diventa

N sop

0P = —dqp
e dan qh

(3.14)

dove i g, sono arbitrari per I'indipendenza dei (g1, ..., gn)-

Come si vede la 3.13 e la 3.14 si ottengono da 3.11 e 3.12 considerando
i vincoli invariabili nell’intervallo t¢,t + dt. Proprio per questo motivo gli
spostamenti virtuali si dicono spostamenti a vincoli congelati.

Se i vincoli sono indipendenti dal tempo — ovvero fissi — non c’e diffe-
renza tra spostamenti possibili e spostamenti virtuali.

Esempio
Si consideri un punto P vincolato sulla circonferenza di centro O e di

raggio R = Ryt del piano (0, 21, x2).

Il sistema ha un unico grado di liberta. Assunto I'angolo g come
coordinata lagrangiana si puo scrivere

x1 = Rotcosq
{$2 = Rot sin q (315)
Lo spostamento possibile dP(dx1,dzs) ¢ allora fornito da
dr1 = —Rotsinqdq + Rg cos g dt (3.16)
dxo = Rotcosqdq + Rgsingdt ’
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3.4. Vincoli di rotolamento

v

mentre quello virtuale §P(dx1,0x2) sara dato da

{5x1 = —Rytsingdq (3.17)

dxo = Ryt cosqdq

Si osservi che 6P = (—Rptsinq ¢y + Ryt cos g ca)dq & tangente alla circon-
ferenza, ma cio non vale per lo spostamento possibile. Gli spostamenti
virtuali si dicono infatti anche spostamenti tangenti.

3.4 Vincoli di rotolamento

Si consideri o e o’ essere due superficie rigide (o il contorno di due corpi

rigidi) entrambe regolari ed in moto 'una rispetto all’altra. Convenzional-
mente identificheremo con o la superficie fissa — e quindi in quiete rispetto
ad una terna T intesa fissa — e con ¢’ la superficie mobile e solidale a T".
Il moto di ¢’ rispetto a o si dice rotolamento se in ogni istante ¢t € I le
due superficie hanno almeno un punto di contatto.
Sia C' un tale punto e, per semplicita, pensiamolo unico: esso in generale
si muove sia rispetto a o (cioé a T') sia rispetto a ¢’ (cioe a T"). Per questo
motivo il moto del punto descrive due distinte traiettorie: ~, descritta su
o, e v, descritta su o’.

Sia v la velocitd di C rispetto a T e v, la velocitd di C rispetto a
T’ nel generico istante ¢ € I. Ne viene che v, pud essere vista come la

39



Vincoli e spostamenti. Sistemi Olonomi

velocita assoluta di C' e v, quella relativa (alla terna mobile 7"): esse sono
rispettivamente tangenti a y e 7/ e appartengono al comune piano tangente
in C' alle due superficie.

La differenza
Ve — Ve (3.18)

rappresenta quindi la velocita di trascinamento di C, ovvero la velocita di
quel punto di ¢’ che & sovrapposto a C nell’istante ¢ considerato. Scrive-
remo allora v8 = v, — v, per indicare la velocita di strisciamento.
Se si verifica che v((:S) = 0 per ogni t € I, dove I & I'intervallo del moto, il
moto che avviene ¢ chiamato di puro rotolamento e si dira che o’ rotola
su o senza Sstrisciare.
In tale caso e evidente che

Ve =V, vtel.

Cc?

Se P & un qualsiasi punto del corpo rigido di contorno ¢’ — e se & & la
velocitd angolare di o’ — dalla formula fondamentale della cinematica dei
corpi rigidi (1.10) segue che

Vp=Ve+WACP.

Ma se il moto ¢ di puro rotolamento, dev’essere v, = 0 (in quanto rappre-
senta la velocita di strisciamento) e quindi si ottiene la forma semplificata

vp =@ ACP. (3.19)
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Per semplicita consideriamo ora due lamine piane di contorni o e ¢’, dove
¢’ si muove con moto di puro rotolamento mantenendosi sul piano II di o
e cosi da far si che le traiettorie del punto di contatto C' coincidano con
porzioni di o e o’.

Detta & la velocita angolare di ¢’ — necessariamente perpendicolare a
IT — data l'ortogonalita segue da 3.19

Vp| =w-|CP].

3.4.1 Un esempio di vincolo anolonomo

Si consideri una sfera rigida di raggio R vincolata a rotolare sul piano
(07 L1, .'IIQ)-

Il centro Q abbia coordinate (z§,x3,z3) e si utilizzino gli angoli di
Eulero (®,0, ) relativi ad una fissata terna 7" (9, y1, y2, y3) solidale.

Il sistema ha cinque gradi di liberta poiché il vincolo & espresso dall’u-
nica equazione
i =R.
Supponiamo, inoltre, che il vincolo sia di puro rotolamento: poiché v¢
¢ la velocita del punto della sfera che all’istante ¢ coincide con il punto di
contatto, la condizione di puro rotolamento (v, = 0) comporta che

Ve +va AQC =0,
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Xy

condizione che puo essere riscritta come

C1 Co C3g
THe1 + ihCa + |We, Wiy, Wiy | =0 (3.20)
0 0 —-R

Ricordando le espressioni delle componenti della velocita angolare &
rispetto alla terna fissa T(0, 21, x2, 23) (vedi il sistema di equazioni 1.28),
da 3.20 segue

1 N e T . _
{xQ ROsin ¥ + R® cos Usin© = 0 (3.21)

i3 — ROcos ¥ + ROsinUsin® = 0

che rappresentano analiticamente il vincolo (differenziale) di puro rotola-
mento.
Le 3.21, moltiplicate per dt, si presentano nella forma

1 . : —
{sz Rsin¥dO + Rcos ¥sinO@d® =0 (3.22)

d:'v% — RcosW¥dO + Rsin¥sin©®dd =0

ed e evidente che le forme differenziali ai primi membri delle 3.22 non sono
differenziali esatti. Ne segue che il vincolo &€ anolonomo e il sistema, co-
stituito da una sfera che rotola senza strisciare su un piano, ¢ un sistema
anolonomo.

3.4.2 1l caso del disco

Si consideri ora, anziché una sfera, un disco di raggio R, mobile e
vincolato a rotolare senza strisciare su una guida rettilinea coincidente con
lasse = del piano T(0,x1, z2).
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3.4. Vincoli di rotolamento

X, A

p
4

Q ¢

Sia x; la coordinata di C' (o del baricentro G) e 6 'angolo in figura:
Ve =vg +JGANGC.
La condizione di puro rotolamento sara quindi espressa da
vg + NdGC =0 (3.23)

e, tenendo conto della perpendicolarita di & con (0,71, 22) — e del fatto
che & = —fcg — da 3.23 si ottiene

i1 —RO=0, (3.24)
cioe
dzy — Rd =0, (3.25)

equazione in cui il primo membro contiene una forma esatta.
Il vincolo differenziale 3.24 & quindi riducibile ad un vincolo finito che —
pensando x = 0, se § = 0 — puo porsi nella forma

z=Rf. (3.26)

In questo caso si trova che il vincolo di puro rotolamento ¢ olonomo e,
per la 3.26, il sistema ha un solo grado di liberta. Questo comporta che,
indifferentemente, potremmo assumere come coordinata lagrangiana sia x
che 6.

Osservazione

Qui si sono considerati vincoli bilaterali, ovvero vincoli espressi ana-
liticamente da equazioni che coinvolgono i parametri determinativi della
posizione del sistema (1, ..., &,).
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Si dicono vincoli unilaterali quei vincoli che vengono espressi da disequa-
zioni del tipo

¢j(£17§27"'7§7‘7t) 207 y ]:].,,p

Considereremo, per brevita, solo vincoli bilaterali.

Esempio
Si consideri il punto P vincolato sulla superficie regolare mobile
f(.’,UhIg,l’g,t) =0.

L’espressione
dP = dxicq + dxacg + dxscs

€ uno spostamento possibile se i dx; soddisfano a

of of of of
——dr1 + —dro+ ——dxs+ =dt =0.
Dy 1 By T2 T gy M T =0
Per lo spostamento virtuale 6P = dxi1cy + dxoce + dxzcs occorre invece
che
of of & of
— —0x3=0 3.27
D 1 1+ O 2 T2 + D13 3 ) ( )
condizione che esprime che J P deve essere tangente alla superficie.
Infatti 8 5 5
Vf= f c1+ 45— L 2+ 7fC3
8 2 (3':133

¢ il gradiente della superﬁcie considerata e 3.27 non ¢ altro che
v fxdP=0.

Si osservi che dx1,dzo,0x3 non sono arbitrari. Se per esempio as-
sumiamo x; e x2 come coordinate (lagrangiane) indipendenti, almeno
localmente, dalla 3.27 segue che

x3 = g(x1,x2,1)
e quindi
dg dg
0r3 = ——90 95
T3 = 911 T+ 924 T3 .
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3.4. Vincoli di rotolamento

In tal modo lo spostamento 6 P & esprimibile in funzione delle sole dz; e
0o, che sono arbitrarie (data l'indipendenza di 21 e z2).

Puo essere utile considerare gli spostamenti possibili o virtuali come
spostamenti elementari (Paragrafo 1, Capitolo 1) in un moto “fittizio” del
sistema.

Ad esempio lo spostamento virtuale § P(dx1, 22, dx3) dell’esempio prece-
dente potra essere pensato come lo spostamento elementare in un oppor-
tuno moto fittizio compatibile con i vincoli, “congelati” all’istante ¢.

Esercizio

Trovare gli spostamenti possibili e virtuali per il sistema indicato nel-
I’Esempio 2, Paragrafo 3.2, con | = [(t) assegnata funzione.
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Capitolo 4

Dinamica dei sistemi
olonomi

4.1 Energia cinetica

Si ricordi che se C' & un sistema particellare — qui ed in seguito indicato
con {P;,m;}" — la sua massal &

n
m = E my; ,
1

mentre, se C' & un sistema continuo di densita p(z1, 22, x3), la sua massa &

m:/ wudce,
c

dove con I'ultima notazione si intende I'integrale triplo [ pudxy, dzy, dzs.

In relazione ad un determinato riferimento T'(0, x1, x2, x3), I'energia ci-
netica di C' — detta anche forza viva — e rispettivamente data da:

1 n
T= 3 ; mv? nel caso particellare, (4.1)
1 ) .
T = 5 | nel caso continuo. (4.2)

1La definizione della massa di una particella & nota dal corso di Fisica, cosi per la
densita.

47



Dinamica dei sistemi olonomi

Dato un sistema olonomo particellare C', per derivazione da 3.7 segue

aOP 00OP
Z —r  (i=1.n) (4.3)
che, nel caso di vincoli fissi, si riduce a
N
0OP
i ; 8(]h qn (Z ) an) ( )

Percio, nel caso di vincoli fissi, ’energia cinetica si calcolera come

- Zz<>

1
n N
1 00OP; . 8OP
= gmi (X5, ) x ( )=
1 h=1
N n
1 00P; . 00P; .
= S ) Do mi X i
255 [ 1 O O
Ponendo
" 90P; d0P;
app = m; ———qp X ik 4.5
hk 21: oa dn Dar dk (4.5)
si arriva a
L
=3 Zahk qnqr (4.6)
1

che ¢ 'espressione della forza viva nel caso di vincoli fissi.

Se i vincoli sono dipendenti dal tempo, dalla relazione 4.3 — come si
potrebbe facilmente verificare — segue

N N
1 .. .
=3 E ank Gndr + § bngn +d, (4.7)
1 1
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dove

P, P
Ghk :Zmi& x 0OR: )

1 daqn 0qx
" 90P, 0OP;
bh = Zszqh X ot s (48)

Nel caso in cui C sia continuo, e ricordando la relazione 3.8, si trova

N pop .  9OP

0P pee
o0 T o €

VvV =
1

da cui si ottiene facilmente — da 4.2 — che la forza viva puo essere espressa
in modo analogo alla forma 4.7 pur di intendere

00OP 0OOP
app = X ac,
" e : daqn Oqx
00P 0QOP
by, = x ——dC', 4.9
g /cu Oqn ot (4.9)

d= ;/Cu(agffdc.

In definitiva si conclude che per ogni sistema olonomo, particellare o con-
tinuo, nel caso generale di vincoli dipendenti dal tempo la forza viva sara
espressa da 4.7, mentre, nel caso particolare di vincoli fissi, si utilizzera 4.6.

Osservazione

Si potrebbe dimostrare che la forma quadrica nelle ¢y, ¢x che compare
nella relazione 4.7 & definita positiva.
In particolare risulta
det [apg] > 0. (4.10)

4.2 Energia cinetica. Teorema di Konig

Consideriamo un sistema C' ed un riferimento T'(0, 2, z2,23): si dice
moto relativo al baricentro il moto di C rispetto ad una terna 7™ con
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T*

v

()}

Xo

v

o
2

Xy

origine nel baricentro G del sistema e avente assi di direzione invariabile
rispetto a T'(0, 1, 22, x3).
Si potrebbe dimostrare il seguente teorema:

Teorema 4.1 (Teorema di Ko6nig) La forza viva (energia cinetica) di
un qualsiasi sistema C' e fornita dall’equazione

T = %mvé+TG7 (4.11)
in cui m ¢ la massa di C, vg la velocita del baricentro e T la forza viva
di C nel suo moto rispetto al baricentro.

In altri termini la forza viva di un sistema C & la somma della forza viva
del baricentro — in cui si pensi concentrata l'intera massa — e della forza
viva del moto di C rispetto al baricentro stesso.

Esempio 1

Si calcoli la forza viva di un disco omogeneo di massa m e raggio R
vincolato a rotolare su una guida rettilinea costituita dall’asse x; della
terna T'(0, z1, 2, x3) di versori fondamentali cq,ce,cs e che si mantiene
sempre nel piano (0, z1x2): il sistema cosl composto avra percid due gradi
di liberta.

Dall’assunzione delle coordinate lagrangiane riportate in figura & evi-
dente che

va = ¢i1€1
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4.2. Energia cinetica. Teorema di Konig

e quindi il moto relativo al baricentro (rispetto alla terna T™*) sara una
rotazione avente velocita angolare

w = —q.2C3 .

E’ noto dalla Fisica? che 1

szzﬁzw%
dove Z & il momento di inerzia del disco relativo all’asse x%; dalla 4.11
segue

1 5, 1.
T:fmqf—kifqg.

2
Poiché, sempre dai corsi di Fisica, si conosce 7 = mTRQ, segue che
1 5, mR?,
T= 5mdi + — % (4.12)

Supponiamo ora che il vincolo sia di puro rotolamento: ¢ e g2 non sono
indipendenti, bensi, ricordando la 3.26, si sottolinea la relazione ¢; = Rgso+
c. Il sistema ¢ allora ad un solo grado di liberta e, posto ¢2 = ¢1 /R, dalla
4.12 segue che la forza viva totale sara

3
T:Zmﬁ. (4.13)

Esempio 2

Si calcoli la forza viva del sistema costituito da una sbarretta omogenea
AB — di lunghezza [ e massa m — vincolata in A sull’asse x5 e che si
muove sul piano (0, z1, z2).

2Vedi il paragrafo 4.10.
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T*

Si scelgano i parametri lagrangiani come in figura:

L.
$G2551H(I2 yG:CI1—§COSCI2

e quindi
. l. . . L. .
xG:§CI2COSQ2 yG:CIl'i‘iCDSIHQQ'
cioe : }
ve = (5 Go cos Q2)C1 + ((h t3 g2 SiHQz)C2 :
Si tratta ora di applicare semplicemente la formula di Konig(vedi 4.11):
1 12
T=_mldt+

5 1B +lirizsing | + To

Anche in questo caso il moto relativo al baricentro € una rotazione e quindi
1_.
Te = izqgv

2 . . .
dove T = % e da cui si ottiene

. 2. m
mﬁ+*£+@@mwb— 2

12
4 g 2

T =

N~ N -

) 12 ) Lo
m[ql + 3 G5 +1d1Ge smqg} .
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4.3 Lavoro. Forza conservativa

Consideriamo un punto soggetto ad una forza F. In genere, in riferi-
mento ad una terna T(0,x1, z2, 23), il vettore F = F(P,v,t) pud essere®
scritto nella forma esplicita

F = F(:’El, 1’2,.%37.’1','17.').32,!@3,25) .
Detti ora cq, c2, c3 i versori della terna T'; F puo essere riscritta nella forma
F = Ficq + Fsco + Fsces.

Indicheremo con dP il differenziale del raggio vettore OP = z1¢q +z2c2 +
I3Cg:
dP = dxlcl + dCE2C2 + dl’3C3 .

Si definisce lavoro infinitesimo della forza F ’espressione
dL =F x dP = Fydxy + Fydry + Fidrs. (414)

Una forza si dice posizionale se ¢ funzione solo di P(x1,z2,x3), ovvero
una forza che non dipende né dalla velocita di P, né dal tempo.
Si avra allora

F =F(P) = Fi(z1, 22, x3)c1 + Fa(21, 22, x3)c2 + F3 (21, 22, 23)c3, (4.15)

che penseremo definita in un aperto connesso C C IR3.
11 lavoro infinitesimo sara quindi

dL =F x dP = Fl(xi)dxl + FQ(CB,)dl‘Q + Fg(l‘z)d/xd s (416)
che rappresenta una forma differenziale definita in C.
Si dice inoltre che la forza posizionale (4.15) € conservativa se la forma

4.16 & esatta, ovvero se esiste una funzione U = U(x1, 22, x3) differenziabile
in C tale che

dU = dL = Fidx1 + Fodas + Fzdzs (417)
0, che & lo stesso, tale che in C sia
ou ou ou -
— =F — =F — =F =F).
o1, 1, o7s 2, 92 3 (Ovvero vU )

Infine, la funzione U si dice potenziale: dato un potenziale U, come &
noto, ogni altro potenziale sara del tipo U + ¢, dove ¢ rappresenta una
costante arbitraria.

dv

¢ 0 da derivate

3In Meccanica Classica non si considerano forze dipendenti da a =
successive.
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4.3.1 Osservazione: forze centrali

Con riferimento a T'(0, z1, z2,x3) — di versori fondamentali ¢, co,c3 —
si definisce forza centrale una forza del tipo

F = f(r)u, (4.18)

dove r = OP = z1¢1 + z2¢2 + x3c3, u ¢ il versore di r e f(r) & derivabile
in]—0,+00).

Sono di questo tipo la forza newtoniana gravitazionale

Mm
r2

F=—v u (4.19)

e la forza elastica di centro O

F = —hru con h > 0. (4.20)

Una forza centrale ¢ quindi una forza conservativa e il suo potenziale, a
meno di costanti, &

U= /f(r)dr. (4.21)
Infatti dL = F x dP = f(r)u x (dzicy + dxace + dxses) e, poiché

T1C1 + TaC2 + T3C3

u=versr =
Vai+ a3+ a3
segue
d d d
dL:f(r)zl T1 + X2dTo + x34T3 (4.22)

\/x% +x§ er%
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Per definizione r = |OP| = /2% + 23 + 23 e dunque
l’ldl'l + xgdl'z + xgdirg

Vi + 3+ a3

dr =

che, dalla 4.22, porta infine a
dL = f(r)dr.

Se quindi U ¢ fornito dalla 4.21 si ottiene dL = dU, come volevasi dimo-
strare.

Dalle 4.19, 4.20 e 4.22 segue allora che

M
U = 'ym— ¢ il potenziale gravitazionale (4.23)
r
h
U = —57“2 ¢ il potenziale elastico? . (4.24)

4.4 Sollecitazioni e sollecitazioni conservati-
ve

Sia C' un sistema particellare {P;}7 in cui sui punti P; di coordinate

(2%, %, x%) agiscono le forze F;. Diremo allora sollecitazione agente su

C il sistema di forze {P;, F;}7.
Si dice lavoro infinitesimo della sollecitazione la quantita

dL = Fix dP, = (Fida} + Fjdzh + Fida}).
1 1

In modo analogo, se FdC' ¢ la forza agente sul generico elemento dC' di un
sistema continuo C, si avra

dL:/dePdC.
C

Supponiamo che ciascuna F; sia conservativa e che abbia potenziale U; (2%, %, x%),
la sollecitazione ¢ allora conservativa e il suo potenziale ¢

n

U=> Ui(},zh,ab). (4.25)

1

E’ evidente infatti che risulta dL = dU.
Analogamente, se la forza FdC' agente sull’elemento dC di un sistema
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continuo & conservativa, e ha potenziale u dC, allora & conservativa anche
la sollecitazione e si ha:

U= /CudC. (4.26)

4.5 1l caso del peso

Pensiamo ad un sistema particellare {P;, m;}} soggetto al peso e lo
riferiamo ad una terna come in figura (asse verticale x3 ascendente).

A X,
P; (x/, x5, x50
A myy
Cs
>
Xo
X,
Avremo dunque F; = —m,;gcg, di potenziale U; = —m;gx}, da cui

risulta che il potenziale della sollecitazione &

U= i U, =—- imigxé. (4.27)
1 1

Il baricentro G del sistema ¢ pero fornito da

1 n
- = OP, 4.2
oG m%}mOl (4.28)

e quindi la terza coordinata di G sara proprio xéG) = % Sim; k.
Da quest’ultima — e da 4.27 — segue che

U=-mgal. (4.29)

Tale formula sussiste anche se il sistema € continuo, ma questo non lo di-
mostreremo.
Si badi che la 4.29 ¢ riferita ad una terna in cui 3 € la verticale ascendente.
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4.6 Caso della forza centrifuga

Sia T'(0,z1, 2, 23) una terna rotante rispetto ad una terna inerziale,
& = wcg la velocita angolare (w = cost) e P un punto che — per ora —
penseremo vincolato a rimanere nel piano (0,21, z2).
Su P agisce quindi una forza apparente che si dice forza centrifuga

F. = mw?OP,

che si verifica subito essere conservativa.
Il lavoro dL ¢ infatti una forma differenziale esatta:

dL = mw?OP x dP = mwQ(xldxl + xodxo)

e il potenziale, a meno di costanti, e:

1
U= imwQ(x% +23). (4.30)

Ovviamente il risultato non cambierebbe se P fosse generico: la forza
centrifuga sarebbe

F = mw?’P'P

P (x;, x2, x3)

v

X,

e si arriverebbe sempre alla 4.30, espressione in cui la forza dipende
appunto solo dalla distanza di P dall’asse di rotazione x3.
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X3 y
P (x;, x3)
e —
| oudC

OG M
we;y

® >

0 x,%

4.6.1 Esempio 1

Si pensi ad un sistema continuo, nello specifico ad una lamina omogenea
e quadrata, vincolata come in figura.

Si consideri il generico punto P(x1,z3) rappresentativo dell’elemen-
to materiale di massa pudC': il potenziale della forza centrifuga agente
sull’elemento pdC' sara

dF, = pdC w?P'P,
in cui il potenziale &

udC = fw 2puadC,
e quindi

1
U :/ uwdC = o / paidC = ~w?l,, . (4.31)
c
Come ¢ noto

//wcldC Loy s

dove Z,, e il momento d’inerzia della lamina rispetto a z3. Per il teorema
di Steiner si ha )
Ty = T, + m(2{9)?, (4.32)

dove Z, ¢ il momento di inerzia rispetto alla retta y (passante per G e
parallela a x3) che nell’esempio considerato da:

ml?
Z,= Ve = costante .

Posto ng) = q, il potenziale in coordinate lagrangiane risulta:

1
U= iwzqu + c.
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4.6. Caso della forza centrifuga

La 4.31 & una formula generale applicabile a qualsiasi lamina mobile sul
piano (0,1, x3).

4.6.2 Esempio 2

Considerando x. = g, si lascia allo studente il caso di un disco omogeneo
di massa m che rotola senza strisciare sull’asse x.

X. A ;= Xg

Pe---—-—----/£__
-udC
w
q X,
Anche in questo caso
2
ugertr = udC%m%
e, quindi,
2 2
Ucentr. —_ %/C/*w’% dC — %113 ,
dove 2,2 2 2 2
R
I, :mq2—|—IG _ Y qu + m4 = mqu + cost..
Pertanto 9 o
Ucentr. — mw-q
2

4.6.3 Esempio 3

Si consideri ora I’esempio di una sbarretta omogenea — di lunghezza
2] e massa m — vincolata con il suo baricentro sull’asse x1.
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Xq A
AN B
uds
A 0o
w '\
G (ql’ 0) Xy
A
Si ha allora )
USS"”‘ = %uds l’?
¢ 2 2
U= % / i ds = %Zm . (4.33)

In questo caso si ha ancora

2

w
IZES = 7[7)7/(]% +IG]

ma, diversamente dagli esempi precedenti, questa volta Zg non e costante,
infatti

l 2

l

I = /uds (scosqq)? = Z@ZCOS2 qg/ s?ds = % cos? ¢ .
s —1

In tal caso, quindi, il potenziale 4.33 e

mw? 5 mwil?
S+ o’ aa.

U= 5

4.7 Componenti lagrangiane della sollecita-
zione
Dato un sistema olonomo e particellare C' a N gradi di liberta, € noto

che
OP;, = OP;(q1,q2, -, qn, 1) coni=1,..,n,
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mentre si avra
OP = OP(q1,42, -, qn: 1)

se C ¢ un sistema continuo.

Consideriamo ora il caso particellare. Se JP; rappresenta lo sposta-
mento virtuale, e cioe

N
(SPz = 5qh, 1= 1, Ny (4.34)

si dice lavoro virtuale della sollecitazione {P;, F;} I'espressione
0L =Y F;x P
1

e, dalla 4.34,
N n

0P,
SL = Z(;F X o

')5% . (4.35)

Nel caso che C sia continuo, il lavoro virtuale &

5L:/F><6Pd0
c

e quindi
N
0OP
0L = / F x dC}é . 4.36
;{ c Aqn an (4.56)
Sostituito in 4.35:
" dOP;
= F, x —* h=1,..,.N, 4.37
Qn Z X o0 con ( )

1

che diciamo componenti lagrangiane della sollecitazione.
Risulta quindi

N
SL =Y Qnqn. (4.38)
1

Alla stessa espressione si perviene nel caso continuo a patto di assumere
come componenti lagrangiane

Qn = / Fx 290 (4.39)
c qn
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Si consideri ora un sistema olonomo a vincoli fissi (particellare o continuo)
soggetto ad una sollecitazione posizionale e dunque con

Qn = Qn(q1,q2,--,an),

definite e almeno differenziabili in C C RN (aperto connesso): se la forma
differenziale 4.38 e esatta si dice che la sollecitazione & conservativa. Cio
significa che esiste in C una funzione U(qy, ..., qn) (potenziale) tale che

N
0U =6L =" Qndgn, (4.40)
1

0, che ¢ lo stesso, tale che

oU
 —Qw, h=1,..,N. 4.41
a0 Qn (4.41)

Se C & “semplicemente connesso” la forma 4.38 & esatta se (e solo se)

0Qn _ 0Q;
doq;  Oqn’

h#j=1,..,N. (4.42)

Generalizzeremo in seguito il concetto di potenziale estendendolo al caso in
cui le @y, dipendano anche dal tempo — cosi come accade quando i vincoli
non sono fissi — o siano funzioni anche delle ¢,.

4.7.1 Esempio 1

Determinare le componenti lagrangiane della sollecitazione agente su
un punto (P, m) vincolato a rimanere sul piano (0, 1, z2) di un riferimento
rotante — con w = cost. intorno all’asse x3 — rispetto ad un riferimento
inerziale.

Su P agisce anche una forza elastica di costante h tale che

F.=-hOP

ma la sollecitazione ¢ anche composta, oltre che dalla forza elastica, dalle
forze apparenti.

5Per semplicita si pensi C C IRN omeomorfo ad una sfera.
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Possiamo assumere come coordinate lagrangiane le coordinate x1, xo di
P. Posto x1 = q1 e 32 = ¢2, la forza elastica diventa

Fo = —h(qic1 + qc2) .

Si ricava

SL) = Q8q, + Q8¢ = F x 6P,

dove
0P = dqic1 + dgoca,

da cul si ottiene
5L = Qg + Qge)&h = —hq10q1 — hg20q2 ,

ovvero

Q7 =—har, QY =—hg.
In altro modo, ricordando che la forza elastica & una forza conservativa,

h h
U = —Z|OPP = =5 (a] + 3)

2
e quindi
oue) ) oue) ©
= ¢ = —h = © - —h .
8q1 Ql q1 , aq2 2 q2
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Anche la forza centrifuga
Fo = mw?(qic1 + g2€2)
¢ una forza conservativa, pertanto
U = EW *lqf + 63

Ne viene che

o _ 0U o _ U
QY = =mw’q, ) = 2= = muqy.
2

oq

La forza di Coriolis ¢ infine

F©) = —2mwes A [d1c1 + Goc2] = 2mwiz €1 — 2mwq; c2 .
Poiché
§L(Cor) — Q (Cor)5q +Q(CO’ V8gs = FC) X §P = 2mwindq — 2mwdi6qs ,
ne viene
gCor.) = 2mwgs , Qécm"') = —2mwqi . (4.43)

Le 4.43 valgono anche se w = w(t)cs, ovvero se il modulo di & dipende dal
tempo.
Le componenti lagrangiane della sollecitazione sono:

Qi=0Q +Q9 4% coni=12.

4.7.2 Esempio 2

La sbarretta rigida e omogenea AB, di lunghezza [ e massa m, € vin-
colata con 'estremo B sull’asse x1 e con l'estremo A sull’asse x5, verticale
ascendente.

Sulla sbarretta agisce una sollecitazione composta:
e dal peso

e da una forza elastica
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v

Xy

Se P e un punto della sbarretta a distanza s da A, la forza elastica che
agira sull’elemento ds sara:

Fds = —hP'Pds,

essendo P’ la proiezione ortogonale di P su xs.
Indicato con 6 il parametro lagrangiano determinare:

1. la componente lagrangiana delle forze elastiche;

2. provare che la sollecitazione elastica € conservativa e verificare che

AU _ (e,
00 — o >

3. la componente lagrangiana del peso.
Punto 1
Dalla configurazione del sistema si ha
OP = scosficy + (I — s)sinfcy.

Da 4.39 segue allora

p 1
Q5 = /Fx 86(9)0 ds:/ —hscosfcy X {—ssin9c1+(l—s)c03002
1 0

l hl?)
= /hs2cosesin0ds:?cosesin9.
0

Punto 2

La sollecitazione elastica ¢ una sollecitazione conservativa, infatti il
potenziale della forza elastica elementare €

Ugs = —ESQ cos? Ods
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e quindi
l 3
h hl
U = / ——s?cos? fds = —— cos® 0,
o 2 6

da culi si ricava subito

© R
aga = TCOSHSinﬁ =Qp.

Punto 3

Come si e gia visto nei capitoli precedenti, il peso & una forza conser-
vativa, pertanto

l
U® = —mg:vgc) con x(QG) =3 sin 0

che, sviluppando, diventa
l
Uw = —mgs sinf,

da cui si ottiene )
p _ oUW 1
Qy’ = 0 = mgy cosf .

4.8 Lavoro di una sollecitazione agente su un
corpo rigido
Ricordando la formula fondamentale
Vp =va +JAQP,
moltiplicando per dt si ottiene
dP = vy dt = vo dt + &dt A QP

ovvero

dP = d§) + ddt N QP

che fornisce lo spostamento elementare di un generico punto P.

Sia FdC' la forza agente sull’elemento dC' del corpo rigido C, il lavoro
elementare di tale forza e

F xdPdC = dQ x FdC + &dt A QP x FdC
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FdC

ma, poiché i segni x e A nel prodotto misto del secondo membro sono
permutabili, si giunge a

F xdPdC =F x dQdC + &dt x QP ANFdC'.

Il lavoro elementare totale ¢ quindi

dL:/dePdC’:de/FdC+(ﬁdtx/QP/\FdC’.
c c c

E’ noto che

/FdC’:R e /QP/\FdC’:MQ,
c c

dove R ¢ la risultante delle forze e Mg il momento risultante rispetto a
Q. 11 lavoro elementare ¢ quindi

dL =dQ x R+ ddt x Mq. (4.44)

Una conseguenza interessante di questa formula & che il lavoro delle forze
interne di un sistema rigido € nullo. Infatti, per la stessa definizione di
forze interne®, deve essere R' = 0 e M}, = 0,V Q. Risulta cioe

dL™ = 0. (4.45)

La formula 4.44 stabilita per il lavoro elementare vale anche per il lavoro
virtuale. Si puo infatti pensare allo spostamento virtuale come allo sposta-
mento elementare di un moto fittizio — in questo caso rigido — con i vincoli
“congelati” all’istante t.
Indicando con 0¥ = &dt lo spostamento angolare (virtuale), dalla 4.44
segue che

L=00XxR+0¥ x Mgq. (4.46)

SLe forze interne sono riducibili ad un insieme di coppie di braccio nullo, & quindi
chiaro che R' =0 e Mg =0,VQ)
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Esercizio

Si calcolino la risultante e il momento risultante (rispetto ad O) della
sollecitazione agente sulla sbarretta rigida dell’Esempio 2.
Si calcoli il lavoro virtuale mediante la 4.44.

4.9 Vincoli ideali

Si consideri un punto vincolato su una superficie generica. Supponiamo
che non sia soggetto a forze (attive) e che il suo moto non sia rettilineo. Ne
viene che su di esso sta agendo una forza che non puo che essere esercitata
dal vincolo: tale forza si dice reazione (o forza) vincolare.

In generale assumiamo, per un punto vincolato, I’equazione del moto

ma=F+®,

essendo F la forza attiva” e ® la reazione vincolare rappresentata da un
vettore. E’ questo il postulato delle reazioni vincolari.
Nel seguito considereremo prevalentemente sistemi olonomi a vincoli ideali.
Si tratta di vincoli capaci di esprimere reazioni vincolari tali che risulti
sempre

L™ =0,

cioe che il lavoro virtuale delle reazioni vincolari agenti sul sistema risulti
in ogni caso nullo per ogni spostamento virtuale del sistema.

Se il sistema ¢ a vincoli fissi, il lavoro virtuale coincide con il lavoro possi-
bile.

Considerando per semplicitd un sistema particellare {P;}7, le ®' sono le
reazioni vincolari agenti sui punti P; e si ha

" " Y H0P;
SL™ =3 @i x 6P =) ®ix )y 9 L8qn =0 (4.47)
1 1 1 h

che equivale, data I'arbitrarieta delle dq,,, a

> @ x OF _y  conh= 1,.,N. (4.48)
1 Iqn

Un sistema libero, cioe non vincolato, & a vincoli ideali (dato che ®; = 0);
i vincoli lisci sono ideali dato che possono esprimere solo reazioni normali

7Contenente forze apparenti nel caso il riferimento non sia inerziale.
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al vincolo (superficie, linee). Se, ad esempio, il sistema si riduce al solo
punto P vincolato sulla superficie liscia f(x1,x2,x3,t) = 0, poiché ogni
spostamento virtuale e tangente alla superficie nell’istante ¢, risulta verifi-
cata la 4.47.

&P

I vincoli lisci, pero, non esauriscono la classe dei vincoli ideali. Si
consideri il caso gia visto del disco che rotola senza strisciare sulla guida
rettilinea x1: se disco e guida sono perfettamente rigidi — annullandosi
quindi I'attrito volvente — e se le forze agenti sono parallele al piano del
moto, la reazione vincolare e riducibile a un vettore ® applicato in C.
Come vedremo successivamente ® non e ortogonale a xp, tuttavia dalla
4.46 si ha

LW =50 x & =0

essendo 0 = 0. Cid vale anche se (nella 4.46) Mg ) £ 0, purché il
momento delle reazioni vincolari sia parallelo al piano del moto.

In seguito ci limiteremo a vincoli ideali: cio consentira di pareggiare — come
sara evidente — il numero delle equazioni ed il numero delle incognite del
problema dinamico, il che, in genere, non accade per i sistemi vincolati.

Si pensi infatti ad un sistema particellare {P,-(:L"gi), xgi), xéi)), m; }7 e siano

i vincoli espressi dalle m equazioni

fr = (xy),x(;),xgi),t) =0 conk=1,...m.

Le equazioni del moto sono

ma; = F; + ®; coni=1,...,n, (449)

ne consegue che le equazioni sono (3n + m) mentre le incognite sono

[3n (le ", ", 257 + 30 (le @, @, ()],
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quindi il numero delle incognite eccede il numero delle equazioni e, piu
precisamente, si ha

6n—3n+m)=3n—m=N,

essendo N il numero dei gradi di liberta del sistema.

Questo schema ideale dei vincoli & spesso utile di per sé, ma risulta ap-
plicabile anche quando 'attrito non & trascurabile. Torneremo su questo
aspetto in seguito.

Dalle equazioni 4.49 segue che

—

Fi—mai:—qbi, izl,...,n

e tali forze si dicono forze perdute in quanto, equilibrando le reazioni vin-
colari istante per istante, non contribuiscono al moto.
Se il vincolo ¢ ideale, in ogni istante e per ogni spostamento virtuale risulta
n
> (Fi - msa;) x 6P, =0, (4.50)
1
che si definisce equazione pura® della dinamica. Questa pud anche esten-
dersi a sistemi continui e porta ad un principio generale che caratterizza
il comportamento dinamico di ogni sistema meccanico a vincoli ideali, ov-
vero il principio di D’Alembert:

\

“ Il moto di un sistema a vincoli ideali é caratterizzato dal fatto che,
per ogni spostamento virtuale a partire dalla posizione attuale, € nullo il
lavoro delle forze perdute. ”

Vincolo di rigidita

Il vincolo di rigidita € un vincolo ideale. Esso € infatti dovuto alle forze
interne (R' = 0, M, = 0) e quindi, per ogni spostamento virtuale, si ha

SLY =R x 6Q + Mk, x 6% = 0.

4.10 Osservazioni e note

Un corpo rigido C — di densitd pu(P) = p — ruota con velocita o
intorno all’asse (fisso) a.

8 “Pura” perché non contiene le incognite reazioni dei vincoli.
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L’energia cinetica ¢

1 2
Tzi/c,uvpdC,

Se @ ¢ la proiezione ortogonale di P sull’asse a allora

dove vp = A QP.

vp=WA(QQ+QP)=JAQP,
quindi

2

Ma, ricordando che per definizione

T = 1/ 1w A QP)2dC = 3/ plQP2dC.
C 2 C

7~ [ wQrpic
c
¢ il momento d’inerzia di C rispetto all’asse a, si conclude che
7
T="=w?
5

Esercizio

Calcolare T' di una sfera omogenea — di massa M e raggio R — rotante
intorno ad un diametro. Si faccia poi lo stesso per un ellissoide omogeneo
rotondo (di semiassi a e b) rotante intorno ad un asse di simmetria.
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Capitolo 5

Meccanica Lagrangiana

5.1 Equazioni di Lagrange

Si consideri un sistema olonomo C' a vincoli ideali e sia C' un sistema
particellare {P;}7. Si noti che le equazioni a cui si perverra rimangono
valide anche per sistemi olonomi continui.

Se (q1, 492, .-, gn) sono coordinate lagrangiane, risulta

OP; = OP;(q1,42, .-, qn, t) coni=1,...n. (5.1)

Le equazioni del moto del sistema C' sono
ma; = F; + ¢; , (5.2)

dove F; sono le forze attive — in cui devono comprendersi anche le forze
apparenti se il riferimento non & inerziale — e ¢; le forze vincolari.
Detto d P; un generico spostamento virtuale di C, da 5.2 risulta

zn:miai X(SPi:zn:Fi X(spl—‘rzn:(lg; x 0P; .
1 1 1

Tuttavia, poiché i vincoli sono ideali (vedi 4.47), quest’ultima equazione®

diviene

imiai X (5Pi = zn:Fi X 6Pz (53)
1 1

IChe esprime I’annullarsi del lavoro delle forze vincolari e I’annullarsi del lavoro
virtuale delle forze perdute.
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Meccanica Lagrangiana

e, ricordando

5P, = ZGOP

da 5.3 segue

dOP; " dOP;
Zmla,xz ZF XZ ag, =0,

pertanto

n

Z [Zmzal 8OP ZFi X gi:léq’l =0. (54)

1

Ricordando la definizione delle componenti lagrangiane viste nel capitolo
precedente, e posto

N
00P;
Th = Zmiai X —=—, (55)
- Iqn

da 5.4 segue
N

> (7h = Qn)égn =0

1

che — per l'arbitrarieta delle dg;, — comporta

™= Qn conh=12..N. (5:6)

Queste ultime costituiscono un sistema di N equazioni nelle N incognite
q1, 92, ...,qn € vengono definite equazioni di Lagrange.

Alle equazioni 5.6 si vuole ora dare una espressione piu significativa che
si dira 2° forma delle equazioni di Lagrange. Per semplicita di calcolo
si ipotizzi che i vincoli siano fissi: in questo caso ’espressione dell’energia
cinetica del sistema ¢

1 n 1 N
_ L2 T . .
T = 5 El m;v; = ) El ahkqhqk (5.7)

in cui, come visto nel capitolo 4, vale

n

P; P;
ahk:Zmi&an l.
1

dqn Iqr
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Da 5.5 segue

aop - d 0OP,
T = XZmZal CIh = Z m; Vi X zl: m;Vvi X T o (5.8)

mentre, per derivazione da 5.1, segue

8OP

(5.9)

dove, essendo i vincoli fissi, in 5.1 non comprare esplicitamente la variabile
t. Si suppone inoltre

40P _ 9 dop_ o
dt dq,  Ogqn dt — Oqp

Mediante 5.9 e 5.10, da 5.8 segue

00P; 00P;
Th = Z m; ( 8q1<; ) X 8(]h ; m;Vvi X )

Vi . (510)

ovvero

d N (<~  9OP, 0OP, ov;
m= g (< )k—zmzv, o,

1

quindi, ricordando le espressioni ay, si ha

Th = dtz thk ( Zmzlev>

In conclusione, da 5.7,

d or oT
Th = Y-y

dtdq,  dqn
Le equazioni di Lagrange 5.6 assumono la forma

dor oT

aor o h=1,2,..,N. 5.11

Alle stesse conclusioni si perviene anche nel caso di vincoli dipendenti dal
tempo, con T fornita da

N N
1 .. .
=3 E apkqnqr + g bngn +d, (5.12)
1 1
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Meccanica Lagrangiana

come visto in 4.7.

Per ottenere le equazioni di Lagrange e quindi sufficiente esprimere in
coordinate lagrangiane I’energia cinetica T' — fornita dalla 5.12 se i vinco-
li dipendono dal tempo, dalla 5.7 se i vincoli sono fissi — e le componenti
lagrangiane della sollecitazione Q.

Nel caso in cui la sollecitazione sia conservativa, e U sia il potenziale,
¢ noto che

ou
= — 5.13
Qn a0 (5.13)
da cui, posto
L=T+U (5.14)

detta funzione di Lagrange (o lagrangiano del sistema), le equazioni
5.11 si possono scrivere

d oL 0L
S22 22 -0 conh=1,...N. (5.15)
dt O¢n  Oqn

Se sul sistema C' agiscono sia forze conservative che forze non conservati-
ve conviene calcolare il potenziale U della sollecitazione conservativa e le

componenti lagrangiane della sollecitazione non conservativa Q,.
Le equazioni di Lagrange si scrivono allora nella forma

dor or ouU ,
_— = 4 conh=1,2,..,N. 5.16
dt 0qn  Oqn  Ogn O (519

Come si e visto, sono stati considerati fin qui sistemi particellari; le
equazioni di Lagrange possono essere tuttavia stabilite anche per un si-
stema olonomo continuo a vincoli ideali pur di assumere per apg, by, d
(nell’espressione 5.12 dell’energia cinetica) quelle fornite da 4.8 e le Qp
fornite da 4.39.

Osservazione

Evidentemente i vincoli ideali — a meno che il sistema C' non sia libero
— costituiscono una astrazione, un’idealizzazione.
Tale schema dei vincoli & spesso utile in sé, mentre in altri casi non & appli-
cabile: ne & un esempio il caso in cui I’attrito non possa essere trascurato.
Tuttavia, anche in tali casi, si possono assumere vincoli come ideali tenen-
do conto solo delle componenti normali delle reazioni vincolari e trattando
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5.1. Equazioni di Lagrange

le componenti tangenziali di attrito come forze fornite da relazioni che si
ottengono da leggi sperimentali.

5.1.1 Esempio 1

Scrivere e risolvere le equazioni di Lagrange per il sistema — costituito
da un punto P di massa M — vincolato a rimanere sull’asse xo (asse
verticale ascendente e liscio) e da un disco omogeneo di massa m e raggio
R che rotola senza strisciare sull’asse x1.
La sollecitazione ¢ costituita dal peso e da una forza elastica dovuta ad
una molla agente su P e su G.

X5

A

A

)

q

Scelte le coordinate lagrangiane come in figura,

mentre

Lo o 3
T =5 Mi + md3

2

h
U=-Mgq — - [(fh - R)? +Q§} .

Dunque

ho, h
U= (hR—Mg)q1 — -4} — =45

Le equazioni di Lagrange

2 2

d oT oT __ 00U

dt 8¢~ 9q1  Oq1

d oT oT __ 0U

dt 8g; ~ Oqz  Oqz
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Meccanica Lagrangiana

per il sistema che stiamo considerando sono
Mgy = (hR — Mg) — ha

3o = —hgo

In questo caso le equazioni sono quindi facilmente risolubili.

Si chiede di determinare il moto del sistema con le condizioni iniziali
1(0) = 0, ¢1(0) = 0, g2(0) = ¢§ > 0, G2(0) = 0.

L’equazione

. h hR— Mg

a1+ v = T

ha integrale generale g; = ¢1 cos 4/ %t + cg 8in 4/ %t + %, mentre

.. 2h
G2+ 7-¢=0
3m
ha integrale generale g; = c3 cos %t + ¢4 sin %t.
Derivando:
. h h
G = —sm\fMt—f—cQ —cosfMt

| 2h / /2
Go = —sm t+C4 —Cosv h3mt .

Le condizioni iniziali comportano infine

hr — M
ql(O) =0 = 1 = —Tg
¢1(0)=0 = =0

q2(0) = q(z) = 3= q(z)
(12(0) =0 = ¢ =0
ed il moto ¢ fornito da
hR — Mg h hr — Mg
qQ = ————F—cCos{/—t+—F—
h m h

0 2h
g2 = (gCOS %t.
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d

5.1.2 Esempio 2

Il sistema & composto da una sbarra omogenea di lunghezza [ e massa
m e da un disco omogeneo di massa M e raggio R.

L’estremo O della sbarra OA & incernierata in O (con vincolo liscio) e il

disco rotola senza strisciare sull’asse x;. La sbarra e il disco si mantengono
sul piano (0,1, x2) di un riferimento inerziale (0, 1, 2, x3).
Le forze attive sono costituite dal peso (z3 & verticale ascendente) e da
una forza elastica dovuta ad una molla di lunghezza naturale nulla che
collega A con G (baricentro del disco). Scrivere le equazioni di Lagrange
assumendo le coordinate lagrangiane come in figura.

T=Ts+1Tp

e quindi
3
4

ml?
T=—qd
g 4 +
Il potenziale del peso si riduce a quello della sbarra dato che, per il disco,

z5°" = R = cost, ovvero

M2,

U, = —mgy singq .
Il potenziale della forza elastica e
h 2 h 2 : 2
U, = —§|AG\ =-3 (lcosqn — g2)° + (Isings — R)
e quindi, tralasciando costanti inessenziali,

h
U, = 5 { — qg + 2lgo cos q1 + QZRsinql} .
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Le equazioni di Lagrange sono quindi

d T OT _ QU | oU,

dtdq — Oq1i ~ g oq1

d T oT _ QU | oU,

dt Oq dq2 — 0q2 9q2
ovvero
mTlQ(jl = —hlgasing; + hlRcosq; — mgé Cos q1
3Ms = —hgs + hlcos q1
Esercizio

Nell’Esempio 2 si pensi il riferimento rotante intorno all’asse xo con
velocita angolare costante: confrontare i due casi.

Esercizio

Ripercorrere ’esemplificazione del vincolo liscio della sbarretta ripor-
tata in figura.

®dc

La risultante dei cZ;'dC (la retta d’azione passa per 0) & un vettore gi_;o

applicato in O, mentre si ha Mgv) = 0. Ne viene

SL™ = Go x 60+ MY x 6 =0.

5.1.3 Esempio 3

Un disco omogeneo di raggio R e massa m € vincolato a rotolare senza
strisciare sull’asse z; mantenendosi sul piano (0, x1, z3), dove x4 & verticale
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5.1. Equazioni di Lagrange

e ascendente. Oltre al peso agisce una forza elastica dovuta ad una molla
di lunghezza naturale nulla, di costante elastica h > 0 e di estremi A e G
(centro del disco). Le coordinate di A sono (a cos §t,0), con « e 3 costanti.

A
X5

1. Trovare il moto del disco assumendo come coordinata lagrangiana la
coordinata z¢, = ¢ [poiché ¢(0) = qo, ¢(0) = 0].

2. Determinare la reazione vincolare in C' mostrando che il vincolo di
puro rotolamento non ¢ liscio, pur essendo ideale.

T= %qu.

Il potenziale del peso e costante, mentre la forza elastica agente sul disco
non e posizionale — in quanto dipendente dal tempo — ed occorre quindi
trovarne la componente lagrangiana

fo = —hAG = —h|(q¢ — acos Bt)c1 + Rea

che agisce sul solo punto G, cioé

0L = Qg =fe x 6G = x dqcq

Q = —h(q— acospt).

L’equazione di Lagrange — unica, perché il sistema ¢ ad un sollo grado di
liberta — & 5
§Sind+hq = hacos ft, (5.17)
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ovvero
. 2h 2ha

G+ -—q= ——cosft
3m 3m

il cui integrale generale ¢ del tipo

= \/2ht+ i \/2ht+ (t)
g=cicos\/ gt +casing/ ot +o(t),

con ¢ integrale particolare dell’equazione. Tale integrale deve ricercarsi in
forma diversa a seconda che 32 = 2h/3m oppure 3% # 2h/3m.
In quest’ultimo caso ricerchiamo un integrale particolare del tipo

o(t) = Acos 8t + Bsin Gt
mentre, nel primo caso, ’equazione di Lagrange &
h
i+ g =25 cos Bt
3m

che rappresenta il caso della risonanza: in questo caso l'integrale parti-
colare deve cercarsi nella forma

o(t) = t(Acos [t + Bsin t).

Con le condizioni iniziali assegnate (¢(0) = go > 0,¢(0) = 0) si trova

h 2h
q:qocos6t+3rjﬂsinﬁt con 3 = 3

Determiniamo la reazione del vincolo: il teorema del moto del baricen-
tro applicato al sistema fornisce

mag = R(e) — R(e,attive) + Q‘S’,
dove ag € nota da ag = §cq, pertanto 'equazione diviene
mijes = ~mges +fu + .

Introducendo V'espressione di f, (forza elastica), e proiettando sugli assi,
si trova

m{ = —h(q — acos Bt) + ¢,

0=—-mg— Rh+ ¢,

0= ¢,

dove la componente ¢, = ¢ + hq — hacos 3t & non nulla ed infatti,
dall’equazione di Lagrange 5.17, segue ¢,, = —=5% # 0.
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5.2 Generalizzazione del concetto di poten-
ziale. Sistemi classici (o naturali).

Le equazioni di Lagrange dedotte nella precedente sezione per un siste-
ma olonomo a vincoli ideali sono:

d or oT
—_——— = =1,...,N. Nl
700, o Qn con h N (5.18)

Consideriamo ora vincoli (e forza) anche dipendenti dal tempo: diremo che
il sistema & potenziale se esiste una funzione differenziabile U(qy, ..., gn, t)
tale che, per le componenti lagrangiane della sollecitazione, risulti

ou

Qh:th

con h=1,...,N. (5.19)

In tal caso U(qg,t) si dice potenziale. Posto
L=T+U, (5.20)

ovvero la funzione di Lagrange (o Lagrangiano) del sistema, le equazioni
5.18 possono porsi nella forma

d 0L 0L
— - =1,..,.N. 221
796 oan con h=1,.., (5.21)

Se la sollecitazione ¢ conservativa, ¢ noto che il sistema & potenziale.

Esistono casi significativi piu generali in cui le componenti @} lagran-
giane della sollecitazione consentono che le equazioni 5.18 possano porsi
nella forma compatta 5.21. Occorre — e basta — che esista una funzione
Vg, g,t) tale che risulti

vV d oV
= - — 5.22
n Oqn  dt Oqn (5.22)
E’ infatti subito verificabile che, posto
L=T=T+V (5.23)

(da dirsi ancora Lagrangiano del sistema), le equazioni 5.18 assumono la
forma 5.20. In tal caso V(q, ¢, t) si definisce potenziale generalizzato.
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Meccanica Lagrangiana

Si osservi pero che, volendo rimanere nel quadro della meccanica classica,
occorre escludere sollecitazioni (forze) che dipendono dall’accelerazione.
Esplicitiamo allora la 5.22:

d oV PR% OV
dt dqn 21: 8nddr" Z 5q 8Qk T gt

dove si nota che, per fa si che le ()5, non dipendano dalle §, ¢ necessario
assumere

0%V B
0qnOqy,

Vh, k

cioé che V sia lineare nelle q.
Diremo allora sistemi naturali o classici i sistemi che ammettono poten-
ziale, anche generalizzato, ma, in tal caso, del tipo

N
V(qa 47 t) = Z Qp (q’ t)Qh + VO(Q? t) (524)

ovvero lineare nelle ¢. In termini piu sintetici si scrivera che ’eventuale
potenziale generalizzato di un sistema classico potra essere scritto nella
forma

intendendo con V; una funzione lineare nelle ¢ e con Vj una funzione
indipendente dalle ¢q. La struttura della funzione di Lagrange per sistemi
classici ¢ quindi del tipo

L=T+U+V.
Nel caso generale, quello cioe di vincoli dipendenti dal tempo, & noto che

T=T+T+1Tp 2

da cui consegue che in generale, per un sistema classico,
L=T+ (T + W)+ (To+U+ V). (5.26)
Quindi, sinteticamente,

L=Ly+Li+ Ly, (527)

2Si ricordi che T' = % S ankdndr + X7 brdn +d.
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dove Lo = T5 & una forma quadratica® nelle ¢, L; & lineare nelle ¢ e infine
Ly non dipende dalle g.

Naturalmente, se il sistema ¢ semplicemente potenziale, e quindi V' = 0,
la 5.26 si riduce alla

L=Ty+T +(To+U). (5.28)

5.2.1 Esempio: potenziale della forza di Coriolis

Un esempio di potenziale generalizzato ¢ il seguente. Sia P un punto di
massa m associato ad un sistema di riferimento (0, z1, x2, £3) non inerziale
e rotante intorno ad un asse passante per O e con velocita angolare &
costante. Il punto sia soggetto alla forza di Coriolis

F=-2mdAv:
si puo dimostrare che esso ammette il potenziale generalizzato

V=mv(dAOP). (5.29)

Per brevita lo dimostreremo nel caso particolare in cui sia & = (0,0, w),
ovvero che ruoti intorno all’asse x3.
Come gia noto, le componenti lagrangiane della forza di Coriolis sono

Q1 = 2mwis , Q2 = —2mwiy , Q3=0

e quindi
T1 o I3
V=mv-AOP=|0 0 w| =—-mwiize+ mwisry

r1 X2 I3

E’ facile verificare che

oV, d oV __ — .
W gy o e
8732 — ETEQ = QQ = —2mwxl

Q3=0.

quindi, in base a 5.22, V' & potenziale generalizzato della forza di Coriolis.

3Definita positiva, si ricordi quanto detto nel Osservazione del Paragrafo 4.1.
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Esercizio

Una carica in moto in un campo elettromagnetico subisce la forza di
Lorentz Fr, = ev A H: si supponga H costante e si trovi il potenziale
generalizzato.

5.2.2 Osservazione

Le equazioni di Lagrange 5.18 (o 5.21) per un sistema classico so-
no riportabili a forma normale. Infatti, sviluppando 5.18, si ottiene in
generale

N
Zahkdk+Ph(Q7Qat) :Qh(Q7Qat) con h = 1a"'aN'
1

Ricordando che det[apx] # 0 e che, piu precisamente, esso & maggiore di
zero (vedi nota a pie di pagina della sezione 5.2), risolvendo con la regola
di Cramer si ottiene

Gi = ¢i(q,4,t) coni=1,..,N

che ¢ proprio il sistema 5.18 in forma normale.

Si osservi infine che le equazioni 5.21 relative alla lagrangiana L(q, ¢, t),
equivalgono alle equazioni relative alla lagrangiana

L'=KL(q,4,t),

dove k € una costante diversa da zero.
Come si verifica subito ricordando che

N
dF or . OF
2o T
lequivalenza sussiste anche nel caso L’ = L + %, con F(q,t).

Esercizio

Fare ipotesi sulle funzioni coinvolte nelle equazioni di Lagrange affinché
sia applicabile un teorema di esistenza e unicita noto allo studente.
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5.2. Generalizzazione del concetto di potenziale. Sistemi classici (o naturali).

5.2.3 1l pendolo di Foucault

E’ noto? che le forze di Coriolis derivano da un potenziale generalizzato
V=mv-(GAOP). (5.30)

Con il nome pendolo di Foucalt si intende un pendolo di lunghezza
I — con | “grande” rispetto alla dimensione dell’elongazione — che po-
tremmo pensare di realizzare mediante una superficie sferica liscia su cui
si muova liberamente un punto di massa m. Come noto dai corsi di Fi-
sica, in un riferimento solidale alla Terra I'esperienza di Foucault (1851)
mostro che il piano dell’oscillazione non ¢ costante, bensi ruota intorno
alla verticale. La velocita di tale rotazione varia con la latitudine: ad una
latitudine di 45° il periodo di rotazione ¢ di 1,414 giorni, al polo ¢ di un
giorno esatto e, infine, all’equatore non si manifesta alcuna rotazione.
Approfittando del fatto che w = 7,27 x 107 %sec™! & piccola, e pertanto
il suo quadrato trascurabile, nel seguito verra usata qualche approssima-
zione. Penseremo infatti di trascurare gli effetti centrifughi conglobandoli
nella forza di gravita F = mg che, con buona approssimazione®, pensere-
mo diretta verso il centro della Terra. Assumeremo inoltre gli assi come
rappresentato in figura, dove la sfera che realizza il vincolo avra centro
(0,1,0) e raggio 1.

4Vedi 5.29.
5Non pit di 0,2° rispetto alla verticale.
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Supponiamo ora di trovarci alla latitudine e dell’emisfero Nord: I'equa-
zione del vincolo sara

22 (y -0 =12,

Se le oscillazioni sono piccole, il quadrato di y puo essere trascurato e sara
lecito assumere per il vincolo I’equazione approssimata

_ 12 o
y—Zl(x +29).

Per la stessa semplificazione possiamo assumere il lagrangiano
1
L=T+U+V = §mv2—mgy+mv(ﬁ/\0P)

e, trascurando w,y e w,y, ottenere®

1
L= im(x +2)— 2%5](:172 +2%) + wy (2@ — 22)m.

In definitiva, le equazioni di Lagrange per questo sistema sono

I+ 2wy i+ 92 =0
Z—2wyt+92=0.

Moltiplicando la prima per i e sommando si ottiene
54 i+ 2wy (i5 — @) + %(z—kix) —0
e quindi, posto u = z + iz, si ha
. 9
u+2wyzu+juf0,

lineare nella variabile u = z + ¢x. Il metodo di soluzione & sempre il solito
dell’equazione caratteristica, le cui radici sono

_iwy:l:i,/wg—k%,

che potremmo approssimare’ con

—iwy Z\/?

w.y = —w(cose)y, dove w e ¥ sono “piccoli”’; idem per w.y.
w? = 0.

6
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5.2. Generalizzazione del concetto di potenziale. Sistemi classici (o naturali).

L’integrale generale ¢ allora
—q in/ 9 i/ 9
u = e it (6162 1t cge™! ’t>

e, considerate le condizioni iniziali xo =0, zg > 0 e g = 29 = 0, si arriva

facilmente a
u = zpe vt cos gt + i& sin gt .
l \/? l

Ricordando che u = z +ix, possiamo allora “leggere” il moto del piano
di un’oscillazione del pendolo sul piano complesso, cosi come rappresentato
in figura.

/7

\Y %

E’ del tutto ovvio che un osservatore inerziale vedrebbe il piano del
pendolo perfettamente immobile!
Inoltre, osservando che wy, = wsine, si deduce che l'effetto sara nullo al-
I'equatore, in movimento in senso orario nell’emisfero Nord® ed in senso
antiorario nell’emisfero Sud. Infatti, posto 7 = 27r/ \/? si ha che negli
istanti %’T, T, %’T, - g’T il pendolo raggiungera la massima elogazione,

ovvero .
| (27> =2zp.

Ricordando infine le espressioni di w, in questi istanti risulta

—iwy

u=z+ir = 20e” " = zg cos (—wyt) + zpisin (—wyt),

8sine > 0.

89



Meccanica Lagrangiana

posizioni che si trovano sulla circonferenza

z = 2 cos (—wyt)
x = 2psin (—wyt)

che & orientanta in senso orario quando w, = wsine > 0 (emisfero Nord),
in senso antiorario quando wy = wsine < 0 (emisfero Sud).

Il periodo di una rotazione completa del piano del moto del pendolo &
quindi

T:21 2w

wy wsine
Poiché il periodo di rotazione terrestre & 27 /w, ovvero un giorno,

1
T = —— giorni.
sin e
Se € = 45°, T = 1.414 giorni; se € = 7/2 (polo), T = 1 giorno; se € = 0
(equatore), T'= oo e non si avra alcuna rotazione del piano del moto.

5.3 Equazioni di Lagrange generalizzate. In-
varianza.

Sebbene nella prima parte di questo testo continueremo a trattare pre-
valentemente sistemi classici (o naturali), conviene tuttavia anticipare che
lo studio delle equazioni di Lagrange puo essere sviluppato piu in genera-
le superando la genesi meccanico-classica che ci ha condotto ad esse. La
teoria, cioe, puo riguardare anche sistemi di equazioni del tipo 5.21, ossia

d OL OL
—_——— = h=1,...N 31
396, oan 0 con sy N, (5.31)

in cui la sola condizione & che 'Hessiano relativo alle ¢ di L(q, ¢, t) risulti

2
det[ oL }

94n0qs, (5.32)
Il sistema di equazioni 5.31 puo cosi riferirsi all’ evoluzione nel tempo di
un sistema individuato dai parametri ¢, ...,qy non coincidente con un
sistema meccanico.

Si osservi che il sistema 5.31 & comunque riducibile a forma normale in
virtu della condizione 5.32.
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5.3. Equazioni di Lagrange generalizzate. Invarianza.

Il sistema 5.31 si dice sistema di Lagrange generalizzato e presenta
un’importante proprieta di invarianza.
Sia

an = qn(Q1,..-,QN) conh=1,...N (5.33)

una trasformazione invertibile di classe almeno C? e tale che ovunque sia

8(Q1, ) QN)
— L. 5.34
a(Ql?"'?QN) 7é ( )
Sia l'inversa di 5.33 la
Qn = Qnlq1, - qn) - (5.35)

Si vuole provare 1’invarianza in forma di 5.31: pill precisamente si vuole
dimostrare che, posta la lagrangiana trasformata

£Q.G1) = ( Zaq’“czh,>,

allora
<q1<t>,q2<t>,...,qN<t>> (5.36)

¢ soluzione di 5.31 se e solo se

(@020, (1))

(ottenuta da 5.35 mediante sostituzione delle gy (t) date dalla 5.36) &
soluzione del sistema

iﬁ—ﬁzo conh=1.,N.
dt oQn oQn
Infatti?
doL _d {E’L@%} _d0L Og DL Dap
dt Q,  dt [ 9qr 0Qn dt 84, 0Qn O, 0QrOQ; "
€

oL oL 3qk 82qk
9Qn ~ 9ax 9Q " 9Qi0Qy
quindi, sostituendo, si ha!?
d oL oL _{d oL 8L]8qk

dtaQ, 0Qn |dtdix  dqi|OQn

Qi7

9Per brevita si omette la sommatoria: 3" ap B, = anBh
10Si ricordi il teorema di Swarz
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5.4 Funzione Hamiltoniana. Integrale dell’e-
nergia.

Dato un sistema lagrangiano generalizzato, si dice funzione Hamil-
toniana

N
) oL .
H(q,q,t) = aﬁ.Qh - L. (537)
— Ody,
Derivando totalmente si ha
>y —~doL. d
dt 0g, " T dt
dove
oL _ aL XN: al @ )
ot o0 " g, ™

da cui segue che
A~ (408 OLY, - 0L
dt ~ 2= \dtog, ~ oqn = Bt
Si ha quindi, lungo ogni soluzione del sistema di Lagrange 5.31,
dH 0L
dt ot
E’ quindi evidente che, se 9L/t = 0, cioé se L non dipende dal tempo, si
ha

(5.38)

H = cost

e quindi H & un integrale primo del sistema 5.31 e si dice integrale ge-
neralizzato dell’energia.
Naturalmente, se 5.31 ¢ generico, H ¢ una funzione che puo non aver nulla
a che fare con il concetto di energia. Si osservi pero che, anche se il siste-
ma 5.31 si riferisce ad un sistema meccanico classico dotato di potenziale
U(g,t)!, si ha

H=T-U

solo nel caso in cui i vincoli siano fissi (o il sistema libero). Infatti, in
riferimento a 5.27 e 5.37,

N
0

H= —— (Lo + L1+ Lg)gn, — (Lo + L1 + Lg), 5.39

z;aqh( o+ L1+ Lo)dn — (L2 + L1 + Ly) ( )

11Sj esclude il potenziale generalizzato.
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5.4. Funzione Hamiltoniana. Integrale dell’energia.

dove Ly e L1 sono forme — rispettivamente — quadratica e lineare nelle
q.
Per il teorema di Eulero sulle funzioni omogenee risulta

L
——qGn =2L
a 2

N
1
- 4qn = L1
T 8
da 5.39 segue allora
H=2Lo+ Ly —Ly— Ly — Ly
e quindi
H=1Ly—Lg (#E). (5.40)
Nel caso dei sistemi potenziali (Lo = To, Lo = Ty + U), da 5.40 viene
H=T,-Ty—-U

che, in generale, ¢ I’energia soltanto se i vincoli sono fissi. In tal caso infatti
To =T (Ty =Ty = 0) e risulta

H=T-U=EF. (5.41)
L’integrale dell’energia — generalizzato o meno — e un esempio di integrale

primo. Vale la pena di richiamare la definizione generale di integrale primo
per un sistema del tipo 5.31 ovvero, posto in forma normale, del tipo

Gn = on(q,q,t) conh=1,...,.N. (5.42)

Si dice che la funzione f(q, ¢,t) ¢ integrale primo del sistema 5.42 se, per
ogni soluzione gy (t) = [q1(t), ..., gn (¢)], risulta

Flan @2 n(0).1] = cost

dove, ovviamente, il valore della costante dipende dalla soluzione. Se g9, ¢!
sono le condizioni iniziali per t = tg,

f{qmqh(t),t} — gl to)
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5.5 Variabili ignorabili (o cicliche)

Riferendoci al sistema generalizzato 5.31 si supponga che risulti per
qualche o
oL
9o
vale a dire che L non dipende dalla coordinata ¢, e pertanto si dice essere
una coordinata ignorabile o ciclica.
E’ evidente che ad ogni coordinata ignorabile corrisponde un integrale
primo del sistema: da 5.31 infatti, se vale 5.43, risulta

0, (5.43)

dor_
dt 94
e quindi
oL
Ao
Il motivo della denominazione “ignorabile” risultera chiaro dal seguente
ragionamento: sia (per fissare le idee)

Co = cost. (5.44)

oL
Ban
questo implica che
oL
Dy =cCN.
Quest’ultima equazione ¢ esplicitabile rispetto a ¢y (vedi 5.32) e si ha

v = U(q1s s qN=1,q15 -, N1, CN, ) - (5.45)

Mediante quest’ultima si puo sostituire ¢y nelle prime (N —1) equazioni del
sistema 5.31 — si tenga conto della riportabilita di 5.31 in forma normale
— ottenendo

Qz = qZS,*(ql, ceey QN—17Q1, ...,qN_l, CN, t) con ¢ = 1, ...,N —1.
Risolto tale sistema si puo ricavare gy da 5.45 mediante una quadratura.
La presenza di una (o piu) variabili ignorabili riduce il numero di equa-

zioni da risolvere. Il motivo della ugualmente molto usata denominazione
“ciclica” si vedra in seguito.
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5.6. Il teorema di Noether. Simmetrie e integrali primi.

5.6 Il teorema di Noether. Simmetrie e in-
tegrali primi.

Si e visto che se esiste una coordinata ignorabile — sia ancora gy —

sussiste 'integrale primo % = ¢y . Si osservi che lindipendenza di L
da qn si puo esprimere dicendo che L risulta invariante se al sistema di

coordinate ¢; sostituiamo il sistema di coordinate (Q; cosi definito:

Qi = g coni=1,..,N—1
(5.46)
QN =qN t

Infatti, poiché risulta Qn = ¢n, € gy non compare in L, & evidente che

L(Q.Q.t) = L(4,4, 1),

ovvero L ¢ invariante per la trasformazione 5.46 dipendente dal parametro
.

Questa & una particolare conseguenza di un teorema generale che associa
Iinvarianza di L, rispetto ad una trasformazione del tipo

Qn = Qnlq, ) conh=1,..,N, (5.47)

all’esistenza di un integrale primo.
Precisamente vale il seguente teorema:

Teorema 5.1 (Teorema di Noether)

N
=Y oL 99 (5.48)
1

gy, da

a=0
e un integrale primo del sistema 5.31 se:

1. la trasformazione 5.47 ¢ invertibile di classe almeno C' e differen-
ziabile rispetto ad o almeno in un intorno di o = 0;

2. L(Q,Q,t) = L(q,4,1);

3. Q) = Qn(q,0) = q conh=1,..,N.

Si omette la dimostrazione.
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Naturalmente, se esistono piu trasformazioni

Qr = Qnlq, ;) coni=1,...m (5.49)

che lasciano invariante L, e ferme le ipotesi del teorema precedente, a
ciascuna delle 5.49 corrisponde l'integrale primo

= i =1,...,m. .
B3 Do 0 coni=1,...,m (5.50)

N
f=3 2L 2
1

[0

5.6.1 Conservazione della quantita di moto

Proviamo come la conservazione della quantita di moto per un sistema
isolato possa dedursi dalle simmetrie del lagrangiano L.
Per semplicita si assuma, riferito alla terna inerziale T', un sistema formato
da due soli punti P;(q1, g2, q3) e Pa(qa, g5, gs) isolati e sui cui agiscano forze
che dipendano solo dalla reciproca distanza P; Ps.

A X3

__--e
-7 P, (94 g5 45)

.-

P, (g1, g2 q3)

(\t

Xy

Il lagrangiano L &

S L
L=T+U = 2m1(qf+q§+q§)+2m2(qi+q§+q§)+U[(ql—q4)2+(q2—Q5)2+(q3—q6)2

Posto
Qr=q +a
Qi =q; coni=2,3,506

Qi=qs+a
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dal teorema di Noether risulta che sussiste l'integrale primo

I, = mi¢1 +magy = cost.
Procedendo in modo analogo per g2 e g5 2 si ha

Is = maga + mags = cost
e, nello stesso modo, per le terze coordinate g3 e ¢g si ha

I3 = migs + mage = cost.
Ne viene che ¢ costante il vettore

(m1g1 + maga)er + (mide + mags)ca + (mids + mads)cz = cost

e quindi risulta che la quantita di moto &

Q =myvy +maovy = cost.

Il risultato si generalizza facilmente ad un sistema {P; }7, con n qualsiasi'3.

5.6.2 Punto di massa variabile

Un punto isolato — che schematizza un razzo — emette!? massa come
riportato in figura.

ISTANTE ¢ ISTANTE ¢ + At
P ! v+ Av
@ v, :V ® L + —
P/
m,v —Am m + Am (Am < 0)

All’istante ¢ la quantita di moto & Q(t) = mv mentre, all’istante ¢+ At,
vale

Q(t+ At) = (m + Am)(v + Av) — Amv’.

121,e seconde coordinate Q2 = g2 + a2, Qs = g5 + a2, Q; = ¢q; con i = 1,3,4,6

13Non sarebbe difficile verificare, mediante I’uso del teorema di Noether, la conser-
vazione del momento della quantitd di moto per un sistema isolato. Lo si dimostrera
come esercizio.

14Qui si suppone che I’emissione avvenga in modo continuo. Si pensi P’ — all’istante
t + At — come il baricentro della massa emessa nel “tempuscolo” At e traslante nel
riferimento.
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Ne viene

AQ = Q(t+At)—Q(t) = (m+Am)(v+ Av) — Amv' —mv
= (m+Am)Av — Am(v' —v)

in cui chiameremo u = v/ — v la wvelocitd relativa di P’ rispetto a P (il
razzo), ovvero la velocita del propellente, che considereremo costante.

Risulta quindi
AQ Av  Am
A (meAm) =

e, passando al limite per At — 0, risulta'®

@_ dv  dm

=m——- —u=
dt dt dt
La situazione e riportata in figura.
u P Vx

Proiettando quindi sull’asse x si ha

dv dm

Se v(0) = vg, integriamo

v(t)—vozu/o —Zn—ulogm

m(0)
mft)

per trovare

v(t) = vo + ulog
Pensando
m(0) =ma + mce,

dove m 4 & la massa dell’astronave e m¢ la massa del propellente, la velocita
finale — bruciato tutto il propellente — &

vp = U + ulog (1 + mC) , (5.51)
ma

15Ricordando che % =0.

98



5.6. Il teorema di Noether. Simmetrie e integrali primi.

che dipende da vo, u e <.
Si pensi vg = 0 (termine ovviamente importante per i razzi a piu stadi),

otterremo
m
vp = ulog <1—|— C) .
ma

Poiché anche con un notevole rapporto &< il logaritmo “cresce poco”, vy,
ma

¢ dell’ordine di grandezza di u.

Un viaggio spaziale (impossibile)

Pensiamo a u = 4300m/s, gia enorme per un razzo chimico. Si voglia
spedire un’astronave di m4 = 100.000kg fino ad a-Centauri (~ 4.3 anni
luce) in un tempo ragionevole, diciamo 1000 anni. Quanto carburante ser-
vira al razzo?

Decidiamo di trascurare il (tutt’altro che trascurabile) tempo di accelera-
zione per raggiungere v, che dovra essere

43
“» = 1000°
per coprire 4.3 anni luce in 1000 anni. Da 5.51 segue
4.3 mo
vp = 10()Oc =4300- log — (mo =ma + mg)
e, con ¢ = 3 x 10%m/s, viene
300 = log 0 .
ma

Passando in base!® 10 si trova

300 mo
2N om0 g
53 — 19810 o 30,

LU 10139 kg = mo = 10'° kg = m¢ .
ma

Esiste tanta massa nell’Universo conosciuto?
In base ai modelli noti, si provi a calcolare per esercizio la massa della Via
Lattea ed il numero di galassie equivalenti a 10*3%kg.

6loga = 2.3 logy o
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Esercizio

Si considerino due punti P; e P di uguale massa m, il primo vinco-
lato sull’asse 3 e l'altro sul piano (0, x1,z2) di un riferimento inerziale
(0,21, x2,23). Essi sono collegati da una sbarretta rigida di massa tra-
scurabile e di lunghezza [; i vincoli sono lisci e il peso e l'unica forza
agente.

L J
“ P,

Si scrivano le equazioni di Lagrange e si verifichi che ¢y € ignorabile (o
ciclica).

5.6.3 Osservazione

La denominazione “ciclica” per le coordinate ignorabili deriva dal fatto
che, spesso, si tratta di angoli (come nel caso di g2 dell’esercizio preceden-
te) che possono compiere un giro o ciclo completo.

5.7 Un esempio di sistema non classico

Un esempio significativo di lagrangiano per un sistema non classico ¢
il seguente:

L = —moc? 1—%—|—U
c

ovvero

2 | 2, 2
a7 +45 +q
L= —mocz\/l — % +U(q1,42,93) - (5.52)
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5.7. Un esempio di sistema non classico

Si tratta del lagrangiano di una particella relativistica di massa propria'”

mg soggetta ad una forza di potenziale U.

P (g1 92 g3

“\\\\\\\\\$

Qe

q

Le equazioni di Langrange

A _modn Uy nh—1.2.3

dt\/@’a*qh*

forniscono le equazioni relativistiche della particella, dove v? = ¢ 4¢3 +¢3.

Se, ad esempio, la particella ha carica e ed & soggetta ad un campo
elettrico costante E = Fcq, allora U = eEq;. Le equazioni di Lagrange

divengono allora

d _mogq1  _
dt 1 02 =ek

T2
d _moga =0
iy (5.53)
d _mogs
dt [ w2 =0

2

Date le condizioni iniziali g5 (0) = 0 e ¢5(0) =0 (con h = 1,2, 3), le ultime
due equazioni forniscono gs = g3 = 0, mentre la prima — che fornisce ¢
— diviene

d q/c  eE

dt / @2 moc
T2

17Con il termine massa propria (o di riposo) si intende la massa misurata in un
riferimento in cui la particella sia in quiete.
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Integrando tra 0 e ¢ ne segue

' E
Gjc_ _ B, (5.54)

/1 _ 47 mocC
62
mocC

— : Q1 o ;
e, posto a = 7¢¢ e ricavando da 5.54 L+, si ottiene

“_ te (5.55)

c N2
1+ (%)
Da 5.55 risulta evidente che
1. per t — +00, ¢1 — ¢ (a differenza del caso classico);

2. nel tempo t* = q, ‘% = % e quindi ¢; = %

Se, ad esempio, la particella ¢ un elettrone, F ~ 10°V/m e

0 9.1x 10733 x 10°

- —9
16 x10-1.100  ©L7Tx1077s

quindi, in un tempo brevissimo, ’elettrone raggiunge la velocita relativi-
7 C

stica ok

E’ facile infine integrare la 5.55 e ottenere

o :ac[ 1+ (t/a)? — 1} :

5.7.1 Significato di H nel caso relativistico

Studiamo ora il significato di H per il sistema precedente:

3
= ; aqth -

Dato v? = ¢? + ¢35 + ¢3 si ha

3 . 3
dn . v
H——mog 2qh—<—m(J02 1—62+U>

1 1 =
cioé
2 2 2
mov v mopcC
H = + moc®y/1 5 U= U.
v2 C 2
ez =
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5.8. Esercizio sul teorema di Noether

Dato che OL/0t = 0, H ¢ integrale primo.
Posto
m=—— (massa relativistica) ,

——U=mc*-U.
122

c2

Supponendo v < ¢, ed esprimendo in serie binomiale

1 v 2,1 1 v?
o2
segue che
2
H%mocz(l—&—%%—U)zmoc2—|—%m002—U,

dove moc? & energia intrinseca della particella.

Esercizio

Sep=mov/4/1— ’C’—; ¢ la quantita di moto relativistica, e posto H = E,

dimostrare la formula — spesso usata in Fisica — E = (mgc?)?+(pc)?—U.

5.8 Esercizio sul teorema di Noether

Nel problema dei due corpi che analizzeremo nel prossimo capitolo va-
le SP A v = cost, il che equivale alla conservazione del momento del-
la quantita di moto rispetto a S. Cido puo ottenersi direttamente dal
lagrangiano!®

1 .
L—Qm*(qurqS+q§)+U<q?+q§+q§>

18Dove m* & la massa ridotta.
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mediante il teorema di Noether: L ¢ infatti simmetrico per rotazioni in-

torno agli assi.

Consideriamo una rotazione intorno a g3

4q,
]

P
°

A

C3
Co
c, S\u\

Q1 =qi1cosa — gosina
Q2 = q18ina + g2 cos «

Q3 =qs3
E’ evidente che L(Q, Q) = L(q, ¢) e pertanto
3
oL 9
B3 G
1 dgn 0 |, _g
¢ integrale primo del sistema lagrangiano.
Dato che
oL _ .. 0| __ 0Q> Qs _
04; BT e, ™ da

segue allora
I =m*(—¢i1g2 + ¢2q1) = cost.

Si osservi che

0 0 1
Li=m*|¢1 ¢ gq3| =c3(SPAm"v) = cost.
G G2 g3
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In modo analogo, considerando rotazioni intorno a ¢ € ¢1,

Q1 =qicosa —gzsina Qi=q
Q2 = q2 e Q> = gzsina + g2 cos a
Q3 = q1sina + g3 cos o Q3 = q3cosa — go sina

da cui si ottengono I e I3:

Iy = m*(¢1g3 — ¢3q1) = c2(SP Am*v) = cost

Is = m*(¢2g3 — ¢3q2) = c1(SP Am*v) = cost .

Da questo segue che (SP A m*v) & costante e sara quindi costante anche
il momento della quantita di moto rispetto a S. In particolare una conse-
guenza importante & che che il moto avverra su un piano per S.

5.9 Complementi

5.9.1 Premessa

Torniamo ora ad un sistema olonomo generico a vincoli ideali. Abbiamo
distinto — e trattato nei vari esempi — i seguenti casi:

1. Forze conservative (sistema conservativo)
Le componenti lagrangiane e i vincoli fissi derivano da un potenziale
U(q) indipendente dal tempo tale che

ou

Qh:aiqh

conh=1,..,N.

2. Forze potenziali (sistema potenziale)
Le componenti lagrangiane e i vincoli dipendono anche dal tempo
(Qn = Qn(g,t)) ed esiste U(q, t) tale che

ou

= D

conh=1,..,N.

3. Piu in generale abbiamo considerato potenziali generalizzati per
Qr = Qn(q, ¢,t) nel caso in cui esista V(q, ¢, t) tale che
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Meccanica Lagrangiana

In tutti questi casi le equazioni di Lagrange — posto L=T+V +U — si

possono porre nella forma!®

d 0L 0l
— = h=1,..,N.
dt 0qn  Oqn 0 con T

5.9.2 Caso generale

Consideriamo ora il caso in cui le Qx(g,q,t) riportino una parte del-
la sollecitazione potenziale U(g,t), ed un’altra con componenti Q% (g, ¢,t)
non dipendenti da alcun potenziale, neppure generalizzato. In tal caso le
equazioni di Lagrange sono

40T oT U
4o _of U o 5.56
W oin  Oan  oqn (5.56)

Posto E =T — U, ci proponiamo di calcolarne la variazione

dE dT' dU
7T (5.57)
Consideriamo anzitutto che
N N N
d oT d oT oT
— —qp = —— — 5.58
a 8qth ledt aqth+21:aqth ( )
e, quindi,
N

d oT .
Zaq Gn = dtz h—2£87qh%~
Da 5.57 calcoliamo dapprima
Z % gn + thQh + ot
e, tenendo conto di 5.58, otteniamo
or d 0T\ . oT
0 dtzaql E(aqh‘dtaqh)q”at'

Da 5.56 segue

dalr  d ou oT
@ - z;aqhq’”l qh*ZthH o

19Sono “sistemi naturali” quelli in cui V = V; + Vo.
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Si ricordi che nel caso generale vale T'= Ty + 11 + Tj, ne viene

d—T—iZN:iT+T +T)4 i ZQ + . (5.59)
g di s 94 2 1 0) g ndh
Riprendendo il teorema di Eulero,
N N
0T o1y .
}:—f%—an e —g, =T,
1 9q 1 A

si trova che il primo addendo della 5.59 diventa

d d d
2T +Th) = 2—(Th+1T1 +To) — = (11 + T,
dt( 2+ T1) dt(2+ 1+ To) dt( 1+ To)
dar d
Possiamo quindi riscrivere la 5.59 come
dr dr d U
2o el
i~ Za a® 21: dan Z Qi +
ovvero
ar  d(Ty+Ty) OT ou
@ a o a%+2%% (5.60

Per ottenere 5.57 basta sottrarre dalla relazione appena ricavata (5.60) la
quantita

AU SN oU . U
T—ET%Q}L‘FE»

ottenendo infine

N
dE , ., 0U d or
47—;@m+5+£m+m—5 (5.61)

che rappresenta la variazione dell’energia F per un generico sistema olo-
nomo a vincoli ideali.

Discussione dei casi
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Meccanica Lagrangiana

¢ I vincoli non dipendono da ¢ (sono fissi):
©_ i@’hqh + 9 (562)
e Se anche U non dipende dal tempo:
S Qi (5.6
1
ed ¢ ovvio che, se Q}, =0 Vh,

% =0 = E = cost. (5.64)

e C’¢ inoltre un secondo caso in cui, pur non essendo necessariamente
5, =0, vale la 5.64: ¢ il caso in cui

N
> Qhin =0.
1
In questo caso le forze si dicono giroscopiche, o di potenza nulla®’.

e Se invece

N
> Qhin<0 i,
1

le forze si dicono dissipative e

dE
— <0.
dt —

Vedremo alcune conseguenze nella successiva discussione sulla stabi-
lita dell’equilibrio e dei moti.

20 Abbiamo visto il caso delle forze di Coriolis, che ne sono un esempio.
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Capitolo 6

Problema dei due corpi

6.1 Equazioni di Lagrange

Consideriamo un sistema formato da due punti materiali S e P isolati'.
Sia il sistema 7™ un riferimento inerziale e 7' un riferimento avente origi-
ne nel punto S, di massa M, e con assi di direzione invariabile rispetto a T™.

A Z
T
P (m)
2
s 7 /I'
u
S (M) y

X

Si tratta di studiare il moto del punto P (di massa m) — o della sfera
di centro P — rispetto al riferimento T'.

Siano
r=_5SP, u = versr, r=||SP]||

10, equivalentemente, da due corpi costituiti da distribuzioni sferiche omogenee di
massa, in particolare due sfere omogenee.
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Problema dei due corpi

e ipotizziamo che la forza esercitata da S su P sia
F=F(r)u con F(r) € C[’BJ]. (6.1)

E’ allora evidente che quando F(r) > 0, la forza ¢ di natura repulsiva;
mentre, per F(r) < 0, la forza ¢ attrattiva.

Nel riferimento T' agiscono anche forze apparenti che, tuttavia, si ridu-
cono alla sola forza di trascinamento?:

F,.=-ma,. (6.2)

L’accelerazione di trascinamento a, ¢ la stessa in ogni punto di 7' (moto
traslatorio) e, in particolare,

ar =ag,

dove ag e l'accelerazione del punto S rispetto a T™.
Per il principio di azione e reazione, la forza che agisce su S e

F' = —-F(r)u
pertanto, da F' = Mag, segue

E(r)
M

ag=a, = — u.

In definitiva la forza di trascinamento &
m

F, = MF(T)U' (6.3)

La forza complessiva agente su P ¢ allora

F(rju+ 2 F(r)u = (MM“”> F(r)u, (6.4)

e si tratta quindi di una forza centrale di centro S. Ne viene che il moto

di P & piano ed avviene sul piano passante per S2. In altro modo, detta a
laccelerazione di P (in T'), risulta

ma = (1 + E)F(T)u

2La forza di Coriolis ¢ nulla, essendo il moto di T traslatorio rispetto a T™*.
3Si veda il paragrafo 5.8 in cui si applica il teorema di Noether.
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e quindi SP Aa=0.
Infine, detta v la velocita di P, si osservi che

d
@(SP/\V) =vAv+SPAa=0
e quindi
SP Av =cost =c, c.v.d.
Ponendoci allora sul piano del moto — sia (S,zy) — e introdotte le

coordinate polari (r,6), da © = rcosf e y = rsiné si trova

@ =rcosf —rfsind, y':f‘sin0+récosﬁ

da cui segue che
v =72 41202,

La forza centrale 6.4 € conservativa e il potenziale &

M
]\—;m/F(r)dr. (6.5)
Il lagrangiano L' =T + U &
1 o M
L' = om(i® +7%0%) + A;m /F(r)dr (6.6)

e, come ¢ noto, puo essere scelto a meno di costanti moltiplicative. Assu-
mendo allora
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Problema dei due corpi

da 6.6 si ottiene
I 1 mM
2M+m

(% + r292) + /F(T’)dT

quindi, considerando U(r) = [ F(r)dr (potenziale della 6.1, forza assolu-
ta),
1 mM
C2M+m
Questo lagrangiano ¢ quello del punto P — sollecitato da F'(r)u, di po-
tenziale U(r) in un riferimento inerziale — a patto di attribuirgli la massa
fittizia

(P2 +1%0%) + U(r). (6.7)

. mM
m* = )

M+m

che si dice massa ridotta.

Per studiare il moto di P in T ci si puo riferire alle equazioni di Lagrange
relative al lagrangiano 6.7%: le equazioni di Lagrange sono

%(m*f) — m*rf? = %—g
. (6.8)
4 (m*r2g) =0 .
Dalla seconda si ottiene allora
720 = ¢ (6.9)

che rappresenta l'integrale delle aree che, in questo caso, consegue dal-
I’essere 6 una coordinata ciclica.

Inoltre, senza per ora fare riferimento alla prima equazione del sistema 6.8,
si osservi che L/0t = 0 e che quindi vale U'integrale dell’energia:

1 .
§m*(f2 +7r%0) - U(r)=E.

Eliminando § mediante la 6.9 si ha
.9 2 ?
* 2

5 ue] -

rT =

= ¢(r), (6.10)

ovvero un’equazione (del tipo di Weierstrass)

72 = ¢(r), (6.11)

che consente di riportare il problema alle quadrature.

4Come si & detto, la semplice sostituzione della massa m* alla massa m consente di
trattare il problema come se T fosse inerziale (e P soggetto alla sola forza assoluta 6.1).
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6.2. Equazione di Weierstrass

6.2 Equazione di Weierstrass

6.2.1 Premessa

Risulta di interesse analitico I’equazione differenziale

@ = f(x) (6.12)
da risolvere con le generiche condizioni iniziali, ovvero per ¢ = 0:

33(0) =x9 €1, x(O) = Ip. (613)

Per k > 1 l'ipotesi f(z) € C¥ (con I I'intervallo) assicura condizioni di
esistenza e unicita; cio vale sicuramente in “piccolo” ma, allo stesso tem-
po, anche in “grande” qualora, ad esempio, df /dz sia almeno continua in
I (chiuso e limitato).

L’equazione 6.12 appena vista si presentera spesso in molti problemi di
Meccanica, se ne vedra qui un esempio.
Sia v una guida curvilinea, regolare, liscia ed orientata. Introdotta una
ascissa curvilinea z, sia P(x) un punto di massa m vincolato su 7 e soggetto
ad una forza (posizionale) F = F(x) e — almeno — continua.

4

v

Il lagrangiano € quindi

L:%mvz—U(x),

con v = 3T — dove T & un versore della tangente a v — e
U(z) = /F x Tdx = /FT(a:)dx.
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Problema dei due corpi

Ne deriva I'equazione di Lagrange® (appunto del tipo 6.12)

FT(I) .

L1
= —
m

Osservazione

Piu in generale ’equazione 6.12 si presenta in tutti i problemi ad un
grado di liberta e conservativi, cosi come in alcuni problemi a piu gradi
di liberta, in particolare nel problema dei due corpi.

Il problema sara infatti riconducibile all’equazione

. 1 [dU *c?
i = (dr + ”;;) = f(r). (6.14)

m*

Tale problema verra affrontato nei paragrafi successivi.

6.2.2 Equazione di Weierstrass

L’equazione 6.12 si dice autonoma in quanto non dipende esplicita-
mente dalla variabile t. Dovrebbe essere gia noto dai corsi di Analisi un
metodo risolutivo generale, vale a dire con condizioni iniziali generiche
6.13.

Ponendo

. L du.  du
& = u(z) = [:r =t= dxu} , (6.15)

dalla 6.12 segue
du
= f(z), OVVero udu = f(z)dz.

"

Integrando si ha

u;/f(:n)d:c

che, ricordando la 6.15, fornisce

2 = / 2 (x)dz . (6.16)

5Nei prossimi paragrafi si faranno numerosi riferimenti a questo esempio cosi da dare
maggiore concretezza alla discussione dell’equazione 6.12.
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Se ¢ (z) & una qualsiasi primitiva di 2f(z) in I, e ciog

W (x) =2f(x), (6.17)
da 6.16 risulta
i =(z) +ec. (6.18)

Esprimendo ¢ in funzione delle condizioni iniziali

c= x% _w(xo)v

la 6.18 diviene
i* = 1p(x) — (xo) + &7 -
Posto infine

¢(x) = P(x) = ¥(xo) + & (6.19)

I’equazione 6.18 si puo riscrivere come
i = o(x), (6.20)

che si suol dire equazione di Weierstrass associata all’equazione 6.12
con le condizioni iniziali 6.13.

La soluzione dell’equazione 6.20 — con x(0) = 2y — conduce alla soluzio-
ne dell’equazione 6.12. Si osservi pero che ’equazione 6.20 non ¢ in forma
normale e che, separando le variabili, ne risultera evidente il rilievo degli
zeri di ¢(x).

Nel paragrafo seguente si dimostrera che lo studio degli zeri di ¢(x)
consente (almeno) una discussione qualitativa dell’equazione 6.20 e, quindi,
anche dell’equazione 6.12.

Preliminarmente, ricordando 6.17 e 6.18, segue

% [:‘ﬁ - 1#(@} = 2 [m - f(w)}

e, poiché ¢(z) e 1(x) differiscono per una costante,

|7 o] =2 - s (6.21)

Da 6.21 deriva subito che

1. se z(t) ¢ soluzione dell’equazione 6.12 — con le condizioni iniziali
6.13 — allora essa & soluzione anche dell’equazione di Weierstrass
risultando

&5 = d(xo) ; (6.22)
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2. viceversa, se z(t) € soluzione dell’equazione 6.20 — sempre per z(0) =
xo — allora essa e soluzione della 6.12 con

z(0) = zo e Eo = v/ (o) . (6.23)
Cio vale (vedi anche 6.21) in ogni intervallo in cui & # 0 (¢(z) # 0),
quindi il segno di 6.235 & determinato.

6.2.3 Discussione

Poiché qui interessano applicazioni fisiche, considereremo

¢(z) 2 0.
In tali applicazioni, infatti, & rappresenta una wvelocita — si pensi all’e-
sempio del punto mobile sulla curva v — ed & quindi una velocita non

immaginaria (come verrebbe, in caso contrario, dall’equazione 6.20).
Supporremo inoltre® z(0) = zg e #(0) = ip > 0: in tal caso 1'equazione
6.20 puo scriversi (in un intorno di )

T =/¢(x). (6.24)

Discuteremo ora tutti i vari casi possibili.

Caso 1
Sia
o 2(0) = zp e £(0) = &p > 0;
e ¢(z) priva di zeri per z > xo.

Cio corrisponde ad un grafico di ¢(z) del tipo in figura.
Da 6.24 segue — per separazione delle variabili —

dx
dt =
o(x)
6Non ¢ limitativo. Infatti, se 2(0) = @9 < 0, ’equazione 6.20 puo scriversi
&= —/¢(z)

e la discussione, come si vedra, sarebbe analoga.
Il caso ©(0) = 0 verra discusso nel Caso 3.
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A ™
L

o’/
“v

v

che, integrata, fornisce (Va € I)

t:/g: j;"x) = t(z), (6.25)

da cui, per inversione, si ricava la soluzione z(t). Dato che, come segue da
6.24, > 0, tale soluzione & ovviamente crescente.
La curva integrale — cioe il grafico della soluzione z(t) — ¢ quindi del tipo
indicato e va considerata nell’intervallo massimale.

Xo

v

Nell’esempio del punto mobile sulla curva -, il punto P si allontanera
dalla posizione x( verso le x crescenti.

Caso 2
Sia,
o 2£(0) =1zp e £(0) =49 >0

e ¢(x) ha zeri per x > xg. Sia 21 > x¢ lo zero pil prossimo a g, come
riportato in figura.

L’equazione da considerare e ancora la 6.24, mentre la 6.25 fornisce la
soluzione z(t) nell’intervallo 0 < ¢ < ¢ (essendo t; il tempo impiegato per
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[ ]
B 4

Xo —» Xy

raggiungere la posizione x1):
T
th = / do (6.26)
wo \O(x)

Si osservi che 'integrale in 6.26 ¢ improprio (o generalizzato): si potrebbe
dimostrare che

< 400 converge se 1 & zero semplice per ¢(z)

= 400 diverge se x1 & zero multiplo per ¢(x)

Si ricordi inoltre che x; & zero per ¢(z1) se ¢(x1) = 0. Esso ¢
1. semplice se ¢'(x1) # 0;
2. multiplo se ¢'(x1) = 0.
Nei due casi precedenti 'andamento delle rispettive curve integrali e
1. z; e semplice;
2. x1 € multiplo e, in questo caso, 'andamento si dice asintotico.

Nell’esempio del punto vincolato sulla curva -, la posizione x; & rag-
giunta in un tempo infinito ed il problema & completamente risolto.
Nel caso in cui x; sia semplice, la posizione z; € raggiunta in un tempo
finito ¢; e diventa necessario porsi il problema di cosa “possa succedere”
per t > t;. Si pensi ancora all’esempio del punto mobile sulla curva ~:
cosa succede dopo l'istante ¢; in cui P raggiunge la posizione x1?7
Per rispondere a questa domanda e sufficiente considerare il caso escluso
nel Caso 1, ovvero supporre il seguente.

7P raggiungera la posizione x1 con velocita nulla poiché 1 = \/é(z1) = 0.

118



6.2. Equazione di Weierstrass

X,

x4

~+Vv

t

Xy

t
Caso 3
Sia
e z(0) =1zp e £(0) =49 =0.
Cio significa che xg € uno zero, quindi &g = /d(xg) = 0. Si delineano

allora due possibilita:

1. zy € multiplo e la soluzione, per t > 0, ¢

T = T Vt.

Infatti @ = x & soluzione dell’equazione 6.12% dato che”
¢'(w9) = 2f(z9) =0,
soluzione unica (soluzione statica).

2. xp € semplice: si osservi in tal caso che x = xg & soluzione del-
I’equazione di Weierstrass 6.20, mentre non lo ¢ dell’equazione 6.12
dato che

¢'(w0) = 2f(x9) # 0.

Come mai? E qual ¢ la soluzione giusta per la 6.12 e la 6.207

Il fatto & che per z(0) = xg 'equazione 6.20 non ha un’unica soluzione. E,
d’altra parte, 'equazione 6.12 ha soluzione certamente non nulla e unica

8E anche dell’equazione 6.20.
9Vedi 6.17 e 6.19.
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per le condizioni iniziali assegnate.
Non ¢ difficile rendersi conto che la soluzione “giusta” &

Y dx ,
- / i e dan) >0, (6.27)
oppure
Y odx ,
t/IO N se ¢'(xg) < 0. (6.28)

Nel caso 6.27, Pandamento di ¢(x) & del tipo rappresentato in figura con

0]

(9" (X0)>0)

Figura 6.1: ¢'(z9) > 0

x(t) crescente.
Nel caso 6.28 'andamento di ¢(x) & del tipo rappresentato in figura con

QO

(9" (X0)<0)

Figura 6.2: ¢'(xz¢) <0

x(t) decrescente.

Si tenga conto che gli integrali 6.27 e 6.28 sono impropri ma convergenti
— dato che zy e semplice — per lo stesso motivo per cui l'integrale 6.26
converge se r1 ¢ zero semplice.

Quanto ora detto consente di rispondere alla questione posta alla fine
del Caso 2 di xy zero semplice, vale a dire: cosa succede dopo che viene
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raggiunta la posizione 1 all’istante ¢1? In tal caso il grafico di ¢(z) & come
in figura.

Si ha quindi ¢(z1) = 0 e ¢'(x1) < 0, ne viene che l'equazione di
Weierstrass & & = —/¢(x), per cui la soluzione &

(t > tl).

=) e

Nell’esempio del punto sulla curva +, il punto P arriva nella posizione
219 e poi torna indietro verso zo fino ad oltrepassarlo — raggiungendo
cosl o un altro zero o continuando il suo moto fino ai limiti di variabilita
di x.

La curva integrale x = z(t) ¢ del tipo in figura, e cid conclude questa
discussione.

Xy

Xy

t

Caso 4

Pud essere interessante considerare il seguente caso particolare: ¢(x)
ammette due zeri semplici successivi, 1 e To.
Sia (0) = z9, 1 < 79 < 72 e £(0) = @9 > 0. Si pensi — per semplicita
— all’esempio del punto P mobile sulla curva ~:

10Con velocita nulla.
1Se &g < 0 la discussione ¢ analoga.
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Inizialmente ’equazione da considerare ¢

T =+/¢(x) (con g > 0)

quindi la soluzione z(¢) descrive il moto di P da z verso le x crescenti,
fino ad arrivare alla posizione zo (ancora con velocita nulla) nel tempo

2 dy
mg_:éo o (6.29)

Poiché x5 & zero semplice, P torna indietro (e quindi z(¢) ¢ decrescente)
ed il moto é regolato dall’equazione

i = /o)

fino a raggiungere la posizione x; nel tempo

= [ ﬁ@zéf = (6:30)

Riparte quindi da x; e raggiunge la posizione iniziale xg nel tempo

o dx
to= | ——m— (6.31)
r1 ¢($)
e, in tale istante, g = /¢(xg) (ovvero ha la stessa velocita iniziale). Il

moto poi continua “oscillando” indefinitamente tra le posizioni x1 e xs.
Non & difficile provare che il moto di P — e piu in generale la soluzione
x(t) — & un moto periodico di periodo

*2 dx
T=2 E— 6.32
L1¢wm) (632
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6.2. Equazione di Weierstrass

pertanto risulta
z(t+T)=z(t) Yt >0. (6.33)

Dimostrazione

Si osservi anzitutto che

T =192 +t21+t10,

o’

come evidente da 6.29, 6.30 e 6.31. Inoltre, dato che l’equazione 6.12
autonoma, se z(t) & soluzione allora anche x(¢t + K) (con k costante)
soluzione. Quindi, in particolare, z(t + T') & soluzione di 6.12.

Si osservi infine che

o’

2(0+T) =xz9 = z(0) e 2(0+T) =20 = £(0),

cio significa che le due soluzioni x(t) e x(t + T') hanno gli stessi valori ini-
ziali.

Per 'unicita delle soluzioni dell’equazione 6.12 segue quindi z(t+71") = z(t),
che e cio che si intendeva dimostrare.

6.2.4 Il pendolo semplice: esempio sull’equazione di
Weierstrass

Dal corso di Fisica e noto cosa sia il pendolo semplice: si tratta di un
punto materiale di massa m vincolato su una circonferenza verticale, liscia
e di raggio [.

La forza attiva ¢ il penso mg e il riferimento cartesiano e rappresentato in
figura, con Y verticale ascendente.

Si sceglie come coordinata lagrangiana ’angolo = (OQP). Essendo

X =lsinx e Y=I1—-lcoszx,
si trova 1
T = §m129'c2 e U=-mg(l—Ilcosz).
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Problema dei due corpi

L’equazione di Lagrange e
ml%& 4+ mglsinz = 0
e quindi'?; posto z(0) = x¢ e #(0) = o,

G = %sinx. (6.34)
Si tratta di una equazione del tipo 6.12 la cui corrispondente equazione di

Weierstrass deriva dall’integrale dell’energia

1
§mg'c2 + /m% sinx = cost
percio
.2 2g 2 29
T° — Tcosx—azo— 70081‘07
ovvero 9
i? = T“q(cosz — coszg) + df = ¢(x) (6.35)

con le condizioni iniziali £(0) = z¢, £(0) = Zo.

Caso semplice

Consideriamo il caso pilt semplice, quello cio¢ in cui z(0) = g e £(0) =

121,0 studente trovi la stessa equazione usando ma = mg + .

124



6.2. Equazione di Weierstrass

In tal caso l'equazione 6.35 si particolarizza in
2 _ 29
= T(cosx —coszg) = ¢(x). (6.36)

E’ immediato verificare che ¢ ammette due zeri semplici (£z0)*?: il punto
P parte con velocita nulla dalla posizione xy verso le x decrescenti, infatti

¢ (wg) = _279 sinzg < 0.

(0]

Il moto avviene tra le due posizioni xy e —zg con oscillazione periodica
di periodo
dz

To
res
—x0 \/%—g(cosx — oS o)

Caso generale

Sia 2(0) = x¢, non ¢ limitativo supporre &g > 0. In tal caso 'equazione
6.35 puo scriversi

2 2 2
P2 = Tgcosx—i— [a’c%—lgcosxo} = Tgcosx—i—a:qb(x). (6.37)
Poiché ¢/ = —4sinz, ¢ evidente che &7 sono punti di minimo per ¢(x) e

che x = 0 ¢ di massimo.

Esaminiamo ora i tre casi.

1. Sia ¢(m) > 0: ne viene che ¢(z) non ha zeri nell’intervallo [—oo, +00].
Il punto parte da x( e la soluzione & fornita — per inversione — da

13Si provi che, se g = 0, P rimane in quiete.
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(6.38)

/m dx
t= _—
Zo \/ZZ—gcosx—i—oz

Il punto P “gira” indefinitamente sulla circonferenza (&(t) > 0, V).

2. Sia ¢(m) = 0: ne viene che 7 & zero doppio.
P si muove verso le x crescenti e la soluzione € ancora fornita da

O A

o

L
®
A 4

6.38: il moto e asintotico e raggiunge la posizione 7 in un tempo
infinito, dato che

/’T dx
—_— =}
20 /22 (cosz + @)

3. Sia ¢(m) < 0: in tal caso la funzione ¢ ¢ negativa in +7 (punti di
minimo) ed esistono quindi due zeri — ovviamente semplici — +z*,
simmetrici rispetto all’origine dato che ¢(z) € una funzione pari.

Il moto avviene tra le posizioni +x* ed e periodico di periodo

-
T:2/ S
—z* \/279(0083:—1—04)
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0]

6.3 Discussione generale del problema dei due
corpi

Si e visto che le equazioni di Lagrange forniscono

m*i — rn::‘)c2 — %71;7
(6.39)
=5
e, mediante I'integrale dell’energia, si arriva a
2= 2 E+U(r) —C—z—qb(r) (6.40)
- m* 7"2 - :

che & un’equazione del tipo di Weierstrass da risolvere nel modo indicato
nel paragrafo precedente. Vale la pena pero ragionare sulle seguenti due
osservazioni:

1. risolta la 6.40, dove E e ¢ sono espresse mediante le condizioni iniziali

r(0) =ro, 7(0) =70, 6(0) = 0o, 9(0) = 90 (6.41)

si conosce

r = r(t,ro, 7o, 60) (6.42)
e, dalla 6.39,, segue
t dt
0—00:/ S — (6.43)
o 1%(t,70,70,00)

2. Si precisa che, escluso ’esempio del collasso gravitazionale classico
che vedremo piu avanti, nel seguito si considerera sempre ¢ # 0.
E’ inoltre evidente fin d’ora che, per ¢ = 0, da 6.39> segue 6 = 0,
ovvero 0 = fy. Quindi la traiettoria — che nei moti centrali si suol
dire orbita — giace su una retta passante per S.
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Problema dei due corpi

6.3.1 Caso di forze repulsive

Nel caso di forze repulsive, la forza che S esercita su P e

F=F(r)u, con F(r) >0ereRT.

Conviene ora riscrivere la 6.40 cosi:

2 2
.2
L {E + /F(r)dr} - 5= o(r). (6.44)
Si vede subito che
2 2¢2
' (r) = *F(T’)+ri3>0 vr,

quindi ¢(r) & crescente per valori di r tali che 0 < r < +o0.
Tuttavia anche il potenziale U(r) & crescente (infatti 42 = F(r) > 0): ne
segue che

lim, o0 ¢(r) = sup ¢(r)
R

hln'r‘~>0Jr ¢(T) = -0

e quindi il grafico di ¢(r) & del tipo in figura, dove ¢(r) ha uno solo zero
semplice.

v

Se r(0) = ro — sara ovviamente 79 > 71 se si vogliono escludere 7
immaginari — si distinguono due casi:
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1. 70 <0
L’equazione 6.44 diviene 7 = —4/¢(r) e la soluzione &
"od
t:—/ ! con0<t <t (6.45)
ro \/&(r)

dove t; = [ —L=

ro \/o(r)

Consegue che r(t) decresce fino al valore 71, con 71 = 0, dopodiché
lequazione da considerare sarad 7 = /¢(r) e la soluzione

Tod
t= / " cont>t, (6.46)

Ve(r)

quindi con r(t) crescente.
Sul piano delle orbite si ha dunque un andamento del tipo riportato
in figura.

Py

2. 19 >0
La soluzione ¢ fornita da 6.46: r(t) & crescente ed il punto P si
allontana indefinitamente da S.

6.3.2 Caso di forze newtoniane repulsive

E’ noto che una forza newtoniana ¢ del tipo

F(r) = 2u (6.47)

Ulr)y=-——, cona >0, (6.48)
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quindi 'equazione di Lagrange risulta

C2 (0%

poc ol (6.49)

r3 m* r2

E’ dunque facile determinare le orbite: sara sufficiente ricordare che

dr dr  dr .
= — h = =9 14
"Ta N T a T e ’
da cui
_dre 4y
"Taerr T T aC
e, quindi,
1 1
f:if«:_di :_dQ?i.
dt de? "¢ do? r2
Da 6.49 si ottiene:
2L 51 a 1

— c
d6? r2 3 m*r2
e, in definitiva, la 6.49 diviene:

dQ% 1 le’
T e (6.50)

dalla 6.50 (che & un’equazione del secondo ordine) segue

o
m*c2?

Posto 1 =
P

I'integrale generale!®

1 —1+4pcos(f+ )

- , , (6.51)
equazione che rappresenta un’iperbole.
L’equazione 6.40 si riscrive allora come

. 2 al 2

72 = — {E - T} ~ 5 (6.52)

in cui 1
E=-m*+%>0 vr.
2 r

Analogamente al caso generale, ¢(r) ha uno solo zero semplice r = r; e
lorbita e del tipo riportata in figura.

14 Poiché § = ¢/r2.
15Lintegrale generale dell’omogenea & 2 = Acos (0 + A).
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6.3.3 Caso di forze attrattive

Nel caso attrattivo la forza che S esercita su P &

F(r) = F(r)u, con F(ry<0 16

che rappresenta una condizione piti complicata della precedente in quanto
¢(r) puod avere piu di uno zero semplice e possono presentarsi anche zeri
multipli.
Riferendoci all’equazione 6.40 distingueremo diversi casi possibili: ipotiz-
ziamo per ora

r(0) =rg e 7(0) =79 > 0.

Caso 1: in [rg, +00) non cadono zeri di ¢(r)
La soluzione ¢ fornita per inversione da

t:/mr ‘ZW (6.53)

dove r(t) & crescente e, noto il quale, § pud essere dedotto da 6= c/r?.
Scriviamo ’equazione polare dell’orbita: da

c

0= —dt
,r2
si ricaval” p
r
df = C— (6.54)
72/ (1)
16Si pensi F(r) € C]’B 4oo il Taggio d’azione delle forze classiche & +o0.
17Poiché dt = —4Z—

Vo(r)'
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Integrando,

(6.55)

"dr
0—0=c / —
To 7«2 V ¢(T)
fornisce (sempre per inversione) I'’equazione polare dell’orbita: r = r(6) o,
a rigore, r = (6, rg, 79, 0o).

Caso 2: in [rg,+00) cadono zeri di ¢(r)

Definito r1(> 7o) lo zero piu vicino a ry, analizziamo i casi di zero
multiplo e zero semplice.

Zero Multiplo: ¢(r1) =0 .
Sia ad esempio il grafico di ¢(r) riportato in Figura 6.3.

) A

V)] T,

W\ 4

Figura 6.3: caso di r1 multiplo.

La r(t) raggiunge il valore r1 nel tempo

P
e Vel

e Pandamento della soluzione r(t) & di tipo asintotico, come riportato
in Figura 6.4.

+00

L’andamento sul piano dell’orbita & invece schematizzato in Figu-
ra 6.5, dove si mostra che l'orbita si avvicina asintoticamente alla
circonferenza di equazione polare r = ry.

Zero Semplice: ¢(r1) #0 .
Sia ad esempio il grafico di ¢(r) riportato in Figura 6.6.
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rl ’//_/
Ty ¢

>
>

t

Figura 6.4: andamento di r(t), caso r1 multiplo.

Figura 6.5: andamento sul piano dell’orbita, caso r1 multiplo.

Il tempo e allora

! /1 < +o00
1
0 ¢()

e quindi r(¢) arrivera a raggiungere il valore 1 con velocita 7(¢1) = 0.
Per t > t; la soluzione sara invece

/T dr
t=— ,
n /(1)
con r(t) decrescente.

In Figura 6.7 si mostra allora I’andamento indicativo sul piano delle
orbite:

per t > t; 'andamento dell’orbita dipendera, ad esempio, dal fat-
to che esistano zeri nell’intervallo (0,79), come si vedrd nel caso
successivo.
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+ L
Ty 1‘:\ X

Figura 6.6: caso di vy semplice.

Figura 6.7: andamento sul piano dell’orbita, caso r1 semplice.

Caso 3: rp compreso tra due zeri semplici successivi

Sia rg compreso tra due zeri semplici successivi 1 e ro come indicato
in Figura 6.8, ovvero sempre con 7o > 0.
Questo caso ¢ gia stato analizzato: andamento di r(t) ¢ periodico e

di periodo
T=2 / r_ (6.56)
1 ¢(T)

quindi la curva integrale r = r(¢) & del tipo rappresentato in Figura 6.9 e
r(t+T)=r(t) Vt>0.
La traiettoria sul piano delle orbite & schematizzata in Figura 6.10.
La periodicita di r(t) non assicura di per sé che I'orbita sia chiusa e
che il moto sia periodico. Affinché invece l'orbita sia certamente chiusa —
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0]

Figura 6.8: grafico di ¢(r), caso di ro compreso tra due zeri semplici.

r a

Iy

T, ¢

I,

v

Figura 6.9: curva integrale, caso di ro compreso tra due zeri semplici
SUCCESSIVL.

e periodico il moto — occorre anche che

o(t) = / 2t

sia opportuna. Si potrebbe dimostrare che, condizione necessaria e suffi-
ciente affinché lorbita sia chiusa (ed il moto periodico), e posto
"2 dr
Af=c —_—

1 TQ V (b(?“) ’

e che la variazione di 6, al variare di r tra 1 e o (vedi 6.54), risulti

m . .
Af = —2m con m,n interi.
n

In tal caso — dopo m “giri”, e nel tempo nT — il punto ritorna nella
posizione iniziale P ed il moto & periodico di periodo nT.
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<O\

\/
<\

Figura 6.10: orbita nel caso di ro compreso tra due zeri semplici successivi.

6.4 Cenni sul caso gravitazionale

6.4.1 Orbite

Il potenziale gravitazionale e U = 7%, quindi la 6.40 diventa

— S = (). (6.57)

Come segue subito dallo stesso calcolo fatto nel Paragrafo 6.3.2 — pur di
cambiare il segno del potenziale e posto & = ymM — le orbite risultano

essere delle coniche. In tal caso si ottiene
1 l4ecos(f+2) (6.58)
ro D ’ '

ovvero
p

"= 1+ecos(f+N)’

che & appunto una conica di fuoco S.

(6.59)

Come & noto!® si tratta:

a. di una iperbole se E > 0 (e > 1);

b. di una parabola se E =0 (e=1);

1811 caso gravitazionale & esaurientemente trattato nel corso di Astronomia (vedi C.
Barbieri, “Lezioni di Astronomia”, Cap. 12).
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c. di una ellisse se E <0 (e<1).

Dalla 6.57 segue allora
2F

*

lim ¢(r) = —o0 e lim ¢(r) =

r—0+ r—+o00

(6.60)

e quindi, relativamente ai tre casi appena distinti, il grafico di ¢(r) sara
quello riassunto in Figura 6.11.

y

E5o E=0

Figura 6.11: andamento di ¢(r) per i tre casi di orbita possibile.

Nel caso 11 = ro = rg (zero doppio, Figura 6.12) la soluzione & r = rq
e lorbita risultera circolare.

A
[0}

r=I, =TIy

g
<o \

Figura 6.12: andamento di ¢(r) nel caso di zero doppio (circolare).

6.4.2 Orbite circolari. Paradosso del satellite

Consideriamo ancora il caso gravitazionale. Abbiamo appena visto che
le orbite sono coniche e si tratta di ellissi se E < 0; se queste fossero cir-
colari si avrebbe semplicemente r = cost.
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Per analizzarle conviene considerare le equazioni di Lagrange: la 6.8
fornisce (7 = 0)
mM

m*r26? =~ o (6.61)
quindi I'integrale delle aree
20 =c
— poiché si sta considerando il caso di » = cost — implica 6 = cost.

Risulta inoltre
v? = 7% 4 1r20? = r26% = cost,

quindi da 6.61 si ha
9 mM 1
vt =1 -

m* r
che fornisce la velocita dell’orbita circolare di raggio r. Nel caso M > m,
m* = m e dunque

v? = 1= = v=1/— (6.62)

che, appunto, diremo velocita dell’orbita circolare!®.

Si osservi che nell’orbita circolare (vedi 6.62;)

_1 mM
LA

T =—-mv

mentre
1 M M 1 M
EzT—U:—m ’Ym :_77m 7
2 r T 2 r

da cui segue che, se l'orbita e circolare,
T=-F. (6.63)

Consideriamo allora il cosiddetto paradosso del satellite artificiale. Ci
sia un generico satellite artificiale in orbita circolare “abbastanza vicina”
alla Terra: il piccolo attrito a cui & soggetto?® ne abbassa l'orbita che,
pero, riesce a mentenersi sufficientemente circolare. Cio che si osserva e

19Esercizio: Ritenendo in buona approssimazione circolare I’orbita della Terra — e
utilizzando (in unitda MKS) v = 6.7 x 10711, M . = 2 x 1030 e r = 1.5 x 1011 —
trovare la velocita di rivoluzione della Terra (v ~ 30 Km/s).

20Dovuto agli strati superiori dell’atmosfera.
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una sensibile accelerazione del satellite, fatto controintuitivo ma spiegato
dall’equazione 6.63. Derivandola, infatti, si ottiene

dI'  dE

dt  dt
e, poiché dE/dt < 0 (Ienergia diminuisce sensibilmente proprio a causa
dell’attrito), si avra una variazione dT'/dt > 0, cioé il satellite accelera.
L’effetto € naturalmente temporaneo: non appena l’attrito aumenti ulte-
riormente, 'orbita cessera di essere “approssimativamente” circolare, la

6.63 non varra piu e il satellite spiralizzera verso la Terra a causa della
sempre maggiore resistenza.

6.4.3 Collasso gravitazionale classico

In questo e nel successivo paragrafo considereremo il caso gravitazionale
nella condizione in cui M > m. In questo contesto abbiamo m* ~ m e
I’equazione 6.58 diventa quindi

2 M 2
7;2:[E+7m }_C. (6.64)
m T

Siano queste le condizioni iniziali:

r(0)=ry,  7#0)=0, 0(0)=6y, 6(0)=60y=0.

Py (r9, )
[ ]

\
\
N
N
N
N
N
&L
v

E’ evidente che la costante ¢ delle aree ¢

c=r29:r§90:0,
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quindi il punto partira da Py con velocita v3 = 73 + 1363 = 0.
Segue allora che ’equazione 6.64 &

2 M
m T
in cui
M
E=T-U=Ty-Uy=— . 2
o
In definitiva I’equazione diviene
1 1
i? = QVM{ - ] =(r).
T To

11 grafico di ¢(r) & del tipo riportato in Figura 6.13, dove ry € uno zero
semplice e la soluzione porta a valori r(¢) decrescenti. L’equazione da
considerare e quindi

1 1

= — 27ML ro]. (6.66)

A
o(r)

v

Ty !

Figura 6.13: andamento di ¢(r).

La traiettoria del punto sara rettilinea — infatti & = 0y = cost — il
moto di P avverra sulla retta S Py e la soluzione dell’equazione 6.66 fornira

21 1,2
To = 51MUg.
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la legge oraria sulla traiettoria.
Separando le variabili in 6.66 si ottiene

/2y M dt = —Ll,

7o

" d
QVMt:,/ e
To

_ 1
To
Risulta?? allora
1 1 2
\/Q’VMt:TS’/zarctanw/f———i—r%“i—%, (6.67)
r To To 0

che esprime la soluzione. Il tempo ¢ impiegato dal punto P per arrivare a
cadere sul centro di forza S & fornito invece da

3=

quindi

S =

M E = rf;’/zg : (6.68)

che si ottiene da 6.67 passando al limite per » — 0.

Sfera omogenea

Sia data una sfera omogenea di centro S, raggio ry e massa M, le cui
particelle siano tutte inizialmente in quiete (¢ = 0) e in cui le uniche forze
agenti siano quelle gravitazionali. Qual ¢ il tempo di collasso? Qual e,
cioe, il tempo necessario affinché tutte le particelle collassino sul centro S?

Ricordando che gli effetti gravitazionali di una sfera omogenea — al
suo esterno o sul bordo — sono quelli di un punto di egual massa nel suo
centro S, da 6.67 segue

2’7M teotl = r8/2g )

OvVVvero
3
T
t('oll =T 0 . (669)
8y M
221 ’integrale a secondo membro non & di difficile soluzione, basta porre u? = % - %
i si i — 1 1  soq; 2 _ 1 E 2 _ _ _ 2udu
da cui si ottiene r = u2+% = wyaz indicando a* = o Poiché dr = W2 tan?

lintegrale in questione si riduce al calcolo di [ 2y ecc ecc.

2du
(u2+a
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E’ interessante notare che il tempo di collasso dipende essenzialmente dalla
densita. Infatti, sostituendo nella 6.69 la relazione M = %ﬂrgp, con p la
densita, si ottiene

/3 1 1 1
teoll = l =R = (670)
32 Vp 2y
Distribuzione sferica di massa

Quanto detto per la sfera omogenea si generalizza subito al caso piu
realistico di una distribuzione sferica di massa, ossia una sfera la cui densita
sia funzione della sola distanza dal centro S, ovvero, posto SP =r,

p=p(r),
con p(r) integrabile e decrescente in [0,7¢]. In tal caso, detta
M

la densita media, dalla 6.70 si ottiene

P 3m 1

coll — 32 \/’W .
Cio segue dal fatto che gli effetti gravitazionali di una distribuzione sferica
di massa — all’esterno o sul bordo — equivalgono a quelli di un punto di
massa M posto in S e, quindi, a quelli di una sfera omogenea di densita
pm. Per lo stesso motivo vale anche in questo caso la formula 6.69.

(6.71)

6.4.4 Raggio di Swarchild

E’ noto che se un punto P di massa m € soggetto ad un campo gravita-
zionale dovuto ad una massa puntiforme M posta in O (si pensi M > m),
la velocita di fuga del punto P, posto a distanza rg, sara

[ 2~ M
’Uf = Zo . 23

23Cid deriva dal fatto che l'orbita di P, per sfuggire, deve essere aperta, deve cioe
essere una parabola o un’iperbole: si ha una parabola se E = 0, un’iperbole se E > 0.

L’energia minima per sfuggire & quindi
2 mM

—mv® — 7y 0 =>v=
2 70 70
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P (m)
.

v

O (M)

Ad esempio, la velocita di fuga di un missile posto sulla superficie di
una distribuzione sferica di massa M &

2vM
Vp =) ———

R

dove R ¢ il raggio della sfera?*.

Il raggio di Swarchild proviene dal problema inverso: determinare il
raggio di una distribuzione sferica di massa M con una assegnata velocita
di fuga, in questo caso vy = ¢, la velocita della luce. Quindi

_ 2vM
““Vr

9 M
Ry = 1

che fornisce

)

2
dove Rg indica il raggio di Swarchild.
Storicamente tale concetto fu introdotto per primo da Laplace ma assunse
significato rilevante solo dopo che Einstein stabili le equazioni della Re-
lativita Generale e, successivamente, Swarchild ne trovo le soluzioni che
portano il suo nome.

6.4.5 Collasso gravitazionale classico di una stella sfe-
rica

Una stella massiccia®® puo dare origine ad un buco nero — o ad una
singolaritd — quando ogni pressione (anche degli elettroni, dei neutroni,

24Per la Terra vy = 11.2 Km/s.
253i vedano i testi di astrofisica ed evoluzione stellare.
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ecc.) non riesce piu ad equilibrare le forze di gravitazione.

Si ritiene che il nucleo in collasso — purché superi una certa quantita
critica, diciamo maggiore alle 3 masse solari — deternimi un buco nero.
Naturalmente la teoria del processo abbisogna di nozioni di Relativita Ge-
nerale e di meccanica quantistica, tuttavia ci limiteremo qui all’analisi del
quadro fisico classico.

[A] Qual & il tempo di collasso classico di una stella avente densita media

pari a quella dell’acqua (caso del Sole)?
Basta applicare I’equazione appena ricavata:

1

1 ,
e ~2x10%s,
270 2/6.610~11-1000

cioe circa mezz’ora.

[B] Per quale valore (1) di r la velocita di collasso (classico!) arriva alla
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velocita della luce ¢?
Sia r¢ il raggio della stella. Dalla formula

11
72 = 27M< - )
r To

il valore r. e fornito dall’equazione

1 1
? = 2’yM< — )
T To

e, quindi,
1 c? n 1
r 2yM  ry’
Abbiamo appena visto che
2vM
Rs = =5

¢ il cosiddetto raggio di Swarchild, ne viene che il valore r. in cui le
particelle raggiungono la velocita della luce sara

~ Rs-ro
Rs+r1o°

Te

Poiché supponiamo Rg < 1, si ottiene un valore r. & Rg.
A rigore pero r. < Rg e — sempre nel quadro classico — le particelle



6.4. Cenni sul caso gravitazionale

superano la velocita della luce (v — oo, r — 0).

In Relativita, in prossimita di Rg, le cose vanno in modo alquanto
diverso: un osservatore lontano dalla stella, dopo un rapidissimo
affievolimento della luminosita?®, vedrebbe solo... un buco nero! Per
tale osservatore il collasso procederebbe asintoticamente verso Rg.
Un osservatore sulla stella, invece, in tale riferimento precipiterebbe
nel buco nero.

Esercizi

1. Ricordare il Teorema di Bertrand: Per il moto centrale di una par-
ticella tutte le orbite limitate sono chiuse se e solo se il potenziale é
elastico (U = —kr?), oppure newtoniano (U = k/r k> 0).
Riflettere sul caso delle forze elastiche trattato al paragrafo 7.5.2:
lorbita e ellittica con centro nel centro di forza e, nel caso newtonia-
no, il centro di forza e il fuoco dell’ellisse.

2. In un moto centrale, un’orbita chiusa corrisponde ad un moto perio-
dico?
Dimostrarlo.

3. Una particella — lo “sfortunato astronauta” dei libri divulgativil —
parte con v(0) = 0 a distanza Rg dalla singolarita centrale del buco
nero. In quanto tempo arriva alla singolarita?

T | B
2\ 2vM

E:

ma 2yM = Rgc?, quindi

- 7R

f=-25

2 ¢

Confrontare questo risultato con quello che si otterra in Relativita
Generale.

4. Nel caso di un collasso sferico omogeneo, le particelle arrivano tutte
nello stesso istante al centro della sfera? E nel caso della distribuzione
sferica di massa?

26Durante la fase di collasso la luminositd diminuisce secondo la legge L =
k exp (_1%) in cui, utilizzando gli stessi valori appena visti, ¢/Rg ~ 2 x 10% s~1.
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Capitolo 7

Statica Analitica

7.1 Equilibrio di sistemi olonomi

Si consideri un sistema olonomo a vincoli ideali fissi. Siano

Qh(qvq) :Qh(q17QQa"'aQN7QIaq.27"'7QN)a con h = 1a"'aN7 (71)

le componenti lagrangiane della sollecitazione attiva: si definisce posizio-
ne di equilibrio per il sistema una posizione

P* (qr7 QS7 cty q}kv)
tale che risulti

Qn(4i 45, .,qn,0,0,...,0) =0, conh=1,..,N, (7.2)

intendendo che le componenti debbono essere valutate per valori nulli delle
¢n- Ne viene che le posizioni di equilibrio di un sistema del tipo detto, sono
le soluzioni del sistema

Ql(qlana ceey QN,0,0, ceey 0) =0
QQ(qlana"'aQN707Oa"'a0) =0 (73)

QN(ql;QQa "'7qN70>07 70) =0.

Se il sistema & conservativo — e U(qy, ..., g ) ne & il potenziale — il sistema
che fornisce le posizioni di equilibrio e allora

147



Statica Analitica

oUu __
a=0
94z = 0 (7.4)

ogn

Per un sistema olonomo a vincoli fissi la forza viva &!

1
T= iaithQk )
risultando allora oT 19
A . .
— == i 7.5
Oqn 2 Oqgp 1w (7.5)
e
d oT .. Oang .
—_——— = —G;qk - 7.6
dt 9, ahkqr + 94, qiqk (7.6)

Se @y sono quindi le componenti lagrangiane della sollecitazione, le equa-
zioni di Lagrange sono rappresentate dalla forma

. 1 (_ Oany  Oa
Ghkqr + 2(

0¢; Oqn

)Qidk =Qp, conh=1,...N. (7.7)

Poiché semplicemente scambiando gli indici di sommatoria (Z, k) si ottiene

2aahk L (am ahk) ..
qiqk = qiqk »
9qi

Oqr 0g;
la 7.7 diviene

angiin + 1(3ahi ank Oaik
2\ Oqr,  Oq;  Oqy

)diq'kZQh, conh=1,..,N.

Moltiplicando per Aj; — complemento algebrico di a; nella matrice [a;x],
diviso per il valore del determinante — e ricordando che

Ajnank = 6k

si ottiene

1 (8(1;”- 8ahk _ 8aik

_|_A, _
@ "2\ Bgy 0q; Oqn

1Si sottointende il simbolo di sommatoria sugli indici ripetuti.

148



7.2. Stabilita

e quindi?

g; + Lﬂ GiGr = AjnQn , conj=1,.,N. (7.8)

Se P*(g*) & una posizione di equilibrio per il sistema — e quindi valgono
le 7.2 — le equazioni di Lagrange 7.8 ammettono la soluzione statica

4 =4q;, conj=1,...,N.

Se si ipotizza che per 7.8 valgano le condizioni di esistenza ed unicita, tale
soluzione ¢ l'unica per cui valgano le condizioni iniziali

q;(0) = q; , ¢;j(0)=0 conj=1,.,N.

Se quindi il sistema viene posto nella posizione P* con forza viva nulla
nell’istante tg, esso rimane indefinitamente in P* per t > tg.

7.2 Stabilita

Sia C' un sistema olonomo a vincoli ideali, fissi, conservativo e di po-
tenziale U(q1, go, ..., gn): come & noto le posizioni di equilibrio sono fornite
dal sistema 7.4.

Supponiamo ora che P* sia tale posizione: si dice che la posizione P* ¢ di
equilibrio stabile se, spostando sufficientemente “poco” il sistema C' da
P*, e imprimendo una forza viva “piccola”, risulta che C' rimane *
a P* con forza viva che si mantiene analogamente “piccola”.
Ovviamente tale concetto va precisato in termini rigorosi. Si consideri
lo spazio IRN delle configurazioni del sistema: in tale spazio, un punto
(g1, 492, ..., qn) rappresenta una posizione del sistema, mentre una curva

‘vicino”

an = qn(t), contel e h=1,...N

2Indicando con

H - }Ajk(aahi L Qank %)
k] 2 Oqy, 0g; Oqp,

il simbolo di Cristoffel di seconda specie.
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rappresenta un moto del sistema stesso. Data una posizione P*(qf, ..., ¢ )
diremo ntorno (di configurazioni) di centro P* I'insieme

N
In:{Q1,~ 5qN) | Z an — q5) <772}.
1

Possiamo precisare quindi la definizione di stabilita: si dice che la posi-
zione di equilibrio P* & stabile se, assegnati arbitrariamente due numeri
e,n > 0, esistono in corrispondenza €,n" > 0 tali che, posto il sistema
in I, con forza viva minore di €, il sistema rimane in I, con forza viva
minore di e.

Vale il seguente teorema:

Teorema 7.1 (Teorema di Dirichlet) Se P* é un punto di massimo
proprio per il potenziale U*(qq,...,qn) € C', allora P* ¢ una posizione di
equilibrio stabile.

Che P* sia una posizione di equilibrio segue dall’essere

ou

Pl —0,  vh
9n | (g

dato che P* & un punto di massimo.

Per quanto riguarda invece l'instabilita, sussiste il seguente teorema:

Teorema 7.2 (Teorema di Lyapunov)

1. P*(q*) é di equilibrio per un sistema conservativo di potenziale U €
C*, con k > 2.

2. (¢*) non é un punto di massimo per U, cio risulta dall’essere

N oo9u
21: S|, @ a,)(ar — a;)
definita positiva o indefinita.
= la posizione P*(q*) ¢é instabile.
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7.3. Piccole oscillazioni

7.3 Piccole oscillazioni

Dato un sistema C olonomo a vincoli ideali, fissi e conservativo, sia
P*(g*) un punto di massimo del potenziale U, riconoscibile dal fatto che
la forma quadratica

(an — an)(@r — @) (7.9)

¢ definita negativa.
Si consideri lo sviluppo in serie di Taylor della funzione U:
N

N
oU 1 02U
) Zl P q*(q*‘ an) 221 Dandan

in cui il primo addendo & una (inessenziale) costante ed il secondo addendo
e nullo. E’ allora lecita la seguente approssimazione per U:

(an —ai)(ar — ai) + - - -

N
_ 1 0*U
U_izl 0qn0qs

ottenuta in base alla definizione di stabilita trascurando i termini del terzo
ordine nelle (¢ — ¢*). La forza viva ¢ invece

L
=3 Zahkdhdk-
1

Sviluppando in serie di Taylor le ank(q) si ottiene

(an — an)(ax — @), (7.10)

5ahk
ank = ank(q +Z =)t
1

e quindi possiamo assumere per 7' il valore approssimato

N
Z *)dndr » (7.11)
1

l\D\’—‘

espressione in cui vengono trascurati termini del tipo ¢ndr(q; — ;) — e
superiori — in base alla definizione di stabilita dell’equilibrio.
Si puo cosi definire per C' un lagrangiano “ridotto” del tipo

L=T+U (7.12)
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che porta alle seguenti equazioni di Lagrange:
d OL 0L
—— = —=0 conh=12,...N (7.13)
dt 9qn,  Oqn

dette equazioni delle piccole oscillazioni.
Si tratta di equazioni lineari a coefficienti costanti. Posto infatti — per
semplicita — ¢ = 0 Vh e, posto

0*U
ank(0) = ap, =—cp,
( ) hk 8Qh8q1g o hk
le 7.13 si riscrivono nella forma
N
> (afwdk + chpar) = 0. (7.14)

1

In virtt del fatto che, sia Zjlv a,.dngr che Zf[ 0 1qnqrk, sono definite
positive, si potrebbe dimostrare che esistono delle (g1, ¢5, ..., ¢} ), dette
coordinate normali, legate alle (¢1,...,qn) da una trasformazione lineare

an = an(q1> do, - ) (7.15)

e tali che

N 1 N
U=-5> G e T=5) aidgr
1 1

DO =

Cio significa che le matrici [a%k] e [C?Lk] formate con i coefficienti che
compaiono in 7.14 vengono diagonalizzate. Le equazioni delle piccole
oscillazioni assumono cosi la forma

andy, + Brd, =0 (7.16)
e quindi, posto wi = B,Ql / a,gl, divengono
dh + wha, =0, (7.17)
le cui soluzioni sono oscillazioni armoniche
q;, = Ay cos(wpt + Bp,) . (7.18)

Se le coordinate non sono normali, da 7.15 segue che esse possono espri-
mersi come combinazioni lineari di termini del tipo 7.18.

Si dicono infine frequenze principali delle piccole oscillazioni le
Wh

o=~ (7.19)
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Osservazione

Nel seguito applicheremo la teoria delle piccole oscillazioni anche al
caso di sistemi che presentano — accanto alle forze conservative — forze
dipendenti dalle ¢, a condizione che le loro componenti lagrangiane Qj,
siano nulle per qualsiasi valore di h. In tal modo esse non compaiono nelle
equazioni di Lagrange e non alterano la stabilita delle posizioni di equili-
brio.

7.3.1 Esercizio 1

Ci sia un sistema composto da un disco omogeneo di massa m e raggio
R, e da un punto P di massa M. Il disco rotola senza strisciare sull’asse
x1 ed il punto P ¢ vincolato senza attrito sull’asse verticale ascendente 5.

Xo

W =wC A

C,

Oe——u— 3 C X,

92

P (m)

Il riferimento (0, 21, z2) non ¢ inerziale in quanto ruota con una velocita
angolare costante & = wcy. Le forze agenti sono il peso, la forza elastica
fe (esercitata dalla molla® che collega P e G) e le forze apparenti.
Quesito: date le coordinate lagrangiane indicate in figura, trovare le equa-
zioni delle piccole oscillazioni in prossimita di un’eventuale posizione di
equilibrio stabile.

Possiamo applicare la teoria delle piccole oscillazioni*:

mw2

Upy=-MGqg, U= qu

3La molla ha lunghezza naturale nulla.
4Lo studente verifichi che le forze di Coriolis hanno componenti lagrangiane nulle.
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h h
Ue = -5 [qf + (a2 — R)Q] =3 [Qf +a3 - 23@2} + cost.

da cui si ottiene quindi il potenziale

1 h
U= 5(mw? = h)gi = a3 + (hR = Mg)qs .

Le posizioni di equilibrio si ricavano derivando il potenziale:

oU

2 *
o0 (mw” = h)q @
oUu hR — Mg
P hg+ (hR—Mg)=0 = . _ hE—Mg
%% g2+ ( 9) % P
percio esiste una sola posizione di equilibrio per il sistemas:
hr — Mg
P*0,——=|.
o
Si tratta ora di verificare la stabilita.
Le derivate seconde nel punto P* sono
0*U U 0*U
—2=mw2—h, , 5 =—h, (7.20)
0qy 9q10q2 943
si avra quindi un massimo proprio del potenziale U se
mw? 0 9
0 —nl> 0, ovvero se mw” —h < 0. (7.21)

La condizione 7.21 assicura quindi che la posizione P* ¢ stabile: la forza
elastica prevale sulla forza centrifllga?
Ricordando 7.20, 'espressione di U fornita da 7.10 diviene

_ 1
R

e, poiché ¢ evidente che

— 3 . 1.

5Se invece mw? — h > 0, l’equilibrio & instabile per il teorema di Lyapunov.
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7.3. Piccole oscillazioni

le equazioni delle piccole oscillazioni diventano

7W2m
(jl+2(h3m )(h:O
Go+ 2(q2—q3) =0

Le coordinate sono normali e la soluzione segue immediatamente:

2(h — w?m)
_ B
3 t+ 1)

h
q§+A2c0s(\/Mt+Bl) )
con g3 = (hr — Mg)/h.

Le frequenze principali sono

q = A cos(

q2

1 /2(h—w?m) 1 [ h
h=o\N "3 2TV

7.3.2 Esercizio 2

Si consideri un sistema costituito da due punti — P; di massa m; e P
di massa mgo — collegati da una sbarretta rigida di massa trascurabile e di
lunghezza [. Le forze agenti sono la forza peso e la forza elastica esercitata
dalla molla (di lunghezza naturale nulla e costante elastica h), mentre le
coordinate lagrangiane sono indicate in figura.
Quesito: trovare le equazioni delle piccole oscillazioni in un intorno di
una posizione di equilibrio stabile.

O \/V\/\/\/\/\/\/'\/\/‘I:1 (ml) .
“«— G—>
\\
AN
Q@
\
\
\
®
X P, (m,)
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Analogamente a quanto fatto prima, il potenziale totale del sistema ¢

h
U= ——q% + moglcosqs .

2
Le posizioni di equilibrio sono fornite da
ou ou
— =—-hq; =0 e — = —maglsing, =0
Iq g2
e sono Pr(0,0) e Py (0, ).
Le derivate seconde sono
0%U 02U 02U
| =-—h, —F1 =0, | = —magl, (7.22)
043 | p, 0q10q2 | p, 945 |p,

da cui & evidente che (0,0) & un punto di massimo per U e, dunque, P; (0, 0)
& proprio una posizione di equilibrio stabileS; I'energia cinetica del sistema
¢ invece 1 1
Se x1 e x5 sono le coordinate di P, valgono allora le relazioni

r1 = q1tlsing = 1 = q1 + lgacosqa

Tro = lcosqo = To = —l{o sin g

e, quindi,

1 . 1 . ..
T = = (m1 + ma)gi + zmal®¢3 + malida cos gz .

2 2

Poiché i coefficienti di 7" vanno calcolati con ¢j e ¢5 nulli, seguira che

-1 . 1 . .
T= §(m1 + mg)qf + imzlz(p + mglqlqg .

11 valore di U, ricavato da 7.22 e 7.10, & invece fornito da

1
U=3 [ — hgi - nglq%]
e le equazioni delle piccole oscillazioni saranno quindi

(ma1 4+ ma)ds + malga + hgr =0
g1 +1G2 +9g2 =0 .

Come si vede, le coordinate g; e g2 non sono normali”.

6Si verifichi che Py (0,7) & instabile.
11 calcolo delle frequenze principali & rimandato ai complementi e agli esercizi.

156



7.4. Complementi sulle piccole oscillazioni

7.4 Complementi sulle piccole oscillazioni

Consideriamo un sistema olonomo a vincoli ideali (fissi) e conservativo:
la posizione {g;} sia stabile® e cid risulti dall’essere

> o] e
1 5%3% 0 nak

definita negativa.

Posto
0%U

_tha% 0y ’

ane(0) = ap, =an, € cpp =

le equazioni delle piccole oscillazioni 7.14 si riscrivono

N

Z(ahk(jk +cenpgr) =0 conh=1,...,N. (7.23)
1

Si tratta di un caso particolare del sistema omogeneo

N

Z(ah,kijk + bridr + cheqr) =0 (7.24)
1

e, mediante il noto procedimento risolutivo, si ricercano soluzioni del tipo

qe = Ape™t conk=1,...,N.

Sostituendo in 7.23 si ottiene il sistema

N
D Ax(an X’ + cni) = 0,
1

cioé il sistema caratteristico: si otterranno soluzioni non banali se e solo
se A e radice di
2
apkA +cpr| =0, (725)

ovvero l'equazione caratteristica di grado 2NN in A o, se si preferisce, di
grado N in 2.

8Per semplicita si assume q;, = 0, ottenibile con una trasformazione lineare.
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9 ci si puod convincere che

Nel caso particolare delle piccole oscillazioni
risulta

A =-—wi conh=1,...N, (7.26)

cioé che tutte le radici di 7.25, quindi

An = Fiwy, con wy, >0, (7.27)

sono puramente immaginarie.
Infatti — procedendo con un ragionamento pit fisico che matematico'® —
si supponga “per assurdo” che, per qualche k, sia

)\i = ay, + 10k

in ogni caso diverso da 7.26: nelle soluzioni del sistema (7.23) comparireb-
bero termini del tipo!'!

et cond >0. (7.28)

Ma questo evidentemente contraddice non solo la stabilita dell’equilibrio,
ma la stessa conservazione dell’energial?!

Naturalmente qualche radice (7.26) potrebbe essere multipla e quindi, co-
me avviene in generale per il sistema 7.24, potrebbero esservi soluzioni
contenenti potenze intere positive di ¢; tuttavia questo ¢ escluso — per le
piccole oscillazioni — da un ragionamento (analogo al precedente) che ha
portato ad escludere soluzioni esponenziali del tipo 7.28.

Cio indica una via per determinare le frequenze principali anche senza
introdurre coordinate normali. Le soluzioni della 7.26 forniscono infatti

é)h:ﬂ conh=1,...N
2

che sono, appunto, le frequenze principali'>.
Nel caso in cui le wy, corrispondano a radici multiple di 7.26, le w;, vengono
dette frequenze degenersi.

98i procedera qui in modo intuitivo.

108i veda altrimenti Gantmacher Cap. VI, paragrafo 40-41.

M Esprimendo A2 in forma trigonometrica si avrebbe A? = p(cos @ + isin @) e quindi
A2 = i\/ﬁ(cosg + 4sin g) etc.

12 Anche in ¢, compare un termine e

131n vari testi le stesse wy, vengono dette “frequenze principali”.

5t
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7.5 Esempi vari

7.5.1 Ricavare le frequenze principali

In riferimento all’esercizio 7.3.2, posto m; = mo si hanno le seguenti
equazioni delle piccole oscillazioni:

2mg; + mlgs + hgy =0
G1+ 142+ 992 =0.

Sostituendo ¢; = Ae® e gu = Be®t, 'equazione caratteristica diventa

’2mx\2 +h  miN? 0

A2 IN4g| ~
ovvero

mIA* + A2 (2mg + hl) + hg =0,

da cui segue

o (2mgth)+ P T R

2ml

E’ evidente che, posto'*

(2mg + hl) & \/4m2g? + h2[?

2= 2ml

>0,

le frequenze principali sono

w1 w2
2T o

)

7.5.2 Forze elastiche

Il punto P di massa m & soggetto ad una forza elastica con centro in
O, origine del sistema inerziale (0,z,y, 2): il moto & dunque centrale e
piano®®.

Da

1 ., . 1
T=gm(@+d) o Us=-3ad+a),

MOvviamente se a > 0e b >0, a+b > Va2 + b2.
150vviamente quanto spiegato pud essere generalizzato al caso di due corpi isolati di
masse M e m, collegati da una molla, etc.
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Z:q2

le equazioni di Lagrange sono!®
{fil + %m =0
Go+ 5592 =0.

E’ evidente dunque che le frequenze principali coincidono:

w1 wa 1 /h w ( h)
= = — = conw=1/— |,

2t 21 2rVm 2 m

un ovvio caso di frequenza degenere.

La traiettoria di ogni P soggetto ad una forza elastica attrattiva e
un’ellisse di centro O (eventualmente degenere in un segmento). Infatti la
soluzione del sistema precedente e

¢1 = acos (wt+6)
{q; = bcos (wt + 1) (7.29)

con a, b, 0,1 arbitrari.Facilmente risulta

‘»Q

L = coswt cosf — sin wt sin 6

{ 2 = coswt cos Yy — sinwt sin (7.30)

>[Se

e dunque, se
00— #£knm (con kintero) ,

16scillazioni intorno alla posizione stabile O.
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cosf) —sind .
cosy —siny| sin (6 =) # 0.
Ricavando quindi da 7.30 cos wt e sin wt, quadrando e sommando si ottiene
2 2
g ¢ 2cos(0—1) 9
g—‘rbﬁ_iab q1q2 = s (9—1&),

che rappresenta un’ellisse!” di centro O la quale — & evidente — degenera,
in un segmento per (6 — ¢) = k.

7.5.3 Carica in campo magnetico

Una particella carica si muove in un campo magnetico costante H.
Sulla particella, di massa m e carica e, supponiamo agisca la sola forza di
Lorentz

Frp=evAH.

A
q3

Tl

v

q2

q,

Non essendo limitativo assumere ’asse g3 parallelo ad H, proiettando

ma = Fy, si ottiene'®
G1—ag2 =0
Go+ag1 =0 (7.31)
Gz =10

da risolvere mediante le condizioni iniziali

q:(0) = ¢} ) 4 (0) = ¢ coni=1,2,3.

17E’ una conica con tutti i punti al finito.

18Con o = %
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La terza equazione del sistema 7.31 fornisce subito

a3 = G5t + ¢4

(7.32)

e, sostituendo in 7.31; 5 soluzioni del tipo ¢; = Ae® e go = Be®, si ottiene

il sistema
AN —aAB =0
Aal+BX =0

con equazione caratteristica
M+a®A2=0

di radici A\; 2 = 0 (doppia) e A3 4 = tia.
A X1 = 0 corrisponde la soluzione

(A1, B1e) = (A1, By)

arbitrari, mentre a Ay = 0 (zero doppio) corrisponde una soluzione del tipo

((at +b)e, (a't + b’)eOt)
che, sostituita in 7.31; o, fornisce

a=ad =0.1

Ne viene che a Ay corrisponde una soluzione (A; = b, By = V') con As e

By arbitrari. La ricerca di soluzioni per A3 4 non presenta difficolta.

Potremo allora assumere

Moo= 0 — (1,0
A = 0 — (0,1)
A3 = i« — —i(cos at + i sin ot cos at + i sin at)
A = —i — i(cos at — isin at, cos at — isin at)

e quindi, in forma reale,

A1 — (1,0)

)\2 — (0, 1)

A3 — (— cos at, sin at)
A4 — (sin at, cos at) .

19Quindi, in questo caso, non compaiono termini lineari in ¢ in corrispondenza di

radici doppie.
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7.5. Esempi vari

L’integrale generale del sistema ¢ allora

q1 = c1 — czcosat + c4sinat
q2 = Co + c3sinat + c4 cos at
g3 = G9t + ¢f .

e, esprimendo ci,cs,c3,c4 in funzione delle condizioni iniziali, ¢ facile
trovare

.0 -0 -0
a = (@+ CL) — qlcosat—i— 9 gin ot
« @ «
-0 q'O q'O
@ = (¢+2)+ Zsinat + 2L cosat (7.33)
« @ @
3 = §3t+qs

Si puo facilmente vedere che la traiettoria della carica & un’elica cilindrica.

v

9,

q,

Infatti, posto in 7.331 2

) )

. q . q

ho=@+=2 e ko=¢3— 21,
@ @
quadrando e sommando segue

.02 .02

qi +¢

(g1 — ho)? + (g2 — ko)? = = o? :
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Il raggio

/q.?Q + qu
o
¢ il raggio di Larmor: una particella carica in un campo magnetico —
per esempio quello galattico — descrive quindi una elica cilindrica tan-

to piu ampia quanto maggiore & la componente della velocita normale al
campo magnetico.

Esercizio

Nel problema precedente si aggiunga un campo elettrico costante E: in
tal modo la forza agente e

F=cE+>AH).
C

Suggerimento:  per semplicith — e non sara limitativo — si assuma il
riferimento (0, g1, ¢2,¢3) con g3 parallelo ad H, mentre E sia parallelo a

(07 q1, QS) ecc.

]

es]l

v

q,;

Esercizio

Si risolva il sistema 7.25 con lo stesso metodo usato per il pendolo di
Focault.
Suggerimento: moltiplicando per i la seconda delle 7.25, sommando e
ponendo u = g + iqgs, risulta

G1 + G + ia(g1 + iG2) =0 = i+ iau =0

164



7.5. Esempi vari

A +iad=0 = M =0, \y=—ia

u=q +igo = (c1 +ic)e + (c3 + icy)e

e tutto diventa piu facile.

Osservazione

Fisicamente il risultato & solo approssimato. Cosa succede se una cari-
ca e accelerata?
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Capitolo 8

Principi variazionali

8.1 Equivalenza della condizione variaziona-
le

I risultati che seguiranno sono di primario interesse per la Fisica Ma-
tematica ma, anzitutto, rappresentano dei risultati di Analisi.
Consideriamo una funzione'

L(gn,n,t) conh=1,...,N (8.1)

che non si riferisce necessariamente ad un sistema meccanico e, anzi, t po-
trebbe pure non essere una variabile temporale: i risultati a cui giungeremo
saranno validi anche con tale generalita.

Qui converra comunque pensare a L come al lagrangiano di un siste-
ma di coordinate {qi,...,qn} la cui evoluzione (o moto) & regolato dalle
equazioni di Lagrange:

ia—,Lfa—L:O conh=1,.,N. (8.2)
dt 0qn,  Oqn
Si consideri lo spazio ampliato delle configurazioni RN (qy, g2, ..., g, t)
e siano Py(q),to) e Pi(g};,t1) punti rappresentativi delle posizioni e degli
istanti iniziali e finali del moto.
La curva regolare
t=1 to<t<t
(8.3)
an = qn(t) € C[2t0,t1]

1Un lagrangiano generalizzato.
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Principi variazionali

>
»

t P, (g, 1)

Py (g0, ) T

Qe

Q

(con gn(to) = q) e qn(t1) = q} ) rappresenta una “traiettoria” nello spa-
zio RN*! a cui corrisponde un moto {g, = g1(t)} nello spazio ordinario

IRN delle configurazioni.

Si dice che la 8.3 & una “traiettoria rettilinea”? se le g, (t) di 8.3 soddisfa-
no le equazioni di Lagrange 8.2 per [to, 1], ovvero se definiscono il “moto”

effettivo del sistema.

Si vuole ora caratterizzare le traiettorie rettiline — ovvero i moti ef-
fettivi — mediante una condizione variazionale. Allo scopo si consideri il

funzionale

ty
W:/L@ww
t

0
che si dira azione Hamiltoniana.

Si consideri ora una famiglia arbitraria di traiettorie

t=t, to <t <t

an = qn(t,a) € C?, “l<a<l

aventi estremi assegnati Py e P; e sia

qh(tha) :q}?a Qh(to,aé) ZQ}ll V(Xe (_lal)

Calcolando 8.4 per una traiettoria generica risulta

szwz/h%%wW%mwQﬁ,

to

2Ma attenzione, non si tratta di una retta.
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8.1. Equivalenza della condizione variazionale

che & una funzione di a in (—I,1). W si dice allora funzionale perché &
funzione di una “curva”, quella corrispondente al parametro « (vedi 8.5).
Si definira poi variazione del funzionale W — per la generica traiettoria
— il differenziale®

W = %ﬂaa (8.7)

e, in seguito, considereremo che la traiettoria rettilinea corrisponda al va-
lore & = 0 [gn(t) = qn(t,0)].
Calcoliamo la variazione per un « generico:

b oL
oW =6 Ldt E —qp + —5qh (8.8)
in cui deve intendersi
_ Oqu(t, @) . Odgy . d
oqn = 90 oo, 0g = S0 dt oo = dtéqh. (8.9)

Dalle due ultime relazioni segue che

" L ord
SW = / Z( L dté%)dt

e, integrando per parti il secondo termine dell’integrale,

t 1 t
oL d ! d 0L
—doqp |: (5 h:| —/ —qpdt

v Oy dt ] Z b v L dtog,
t
! d 0L

5qhdta
- -y in
3Nota: si pud procedere anche come segue: sia (t,q, = Gn(t)) una traiettoria

assegnata e {dgp(t)} una N-upla di arbitrarie funzioni che appartengono a C’[to,t1] e
tali che
dq(to) = dqn(t1) =0, conh=1,..,N.

Si consideri ora la famiglia (ad un parametro) con dqp, (t) arbitrari — nulli per t =tg e
t = t1 — composta da

Qh(t,a):%(t)ﬁ‘a@ha h=1,.,N

cosicché q(t) corrisponda al valore a = 0. Si dira allora variazione prima:

oW = a—W o .
Oda

a=0
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ty
il cui termine {Zf[ quhéqh] ¢ nullo in quanto i d¢p sono nulli in ¢y e tq,
to

Yau.
Segue in definitiva

t;, N

! d OL 0L

oW = —|==—— =— |dqndt. 8.10

to ; (dt dqn 3%) . (8.10)

E’ allora evidente che, se per @ = 0 si ha una traiettoria rettilina, allora
risulta

oW =0 (8.11)

e questo si esprime dicendo che su tale traiettoria ’azione & stazionaria.
Viceversa, se per un & (qui @=0) I’azione ¢ stazionaria, e quindi vale la 8.11,
allora la corrispondente traiettoria & rettilinea, ovvero le {¢x(t = qn(¢,0)}
soddisfano le equazioni di Lagrange. Si puo dimostrare cioe (vedi 8.10)
che il fatto che per una traiettoria sia

d OL 0L
oW = (== - 0grdt =0
to 21: (dt Aqn 3qh) "
implica
d 0L  OL
——— ——=0 h=1,..,N
dt 9qp, oqn ’ con e

e cio segue dall’arbitrarieta delle dg;, (come verra dimostrato piu avanti
negli esercizi).
Da quanto visto segue ora il principio di Hamilton:

Teorema 8.1 (Principio di Hamilton) I) Le traiettorie rettilinee so-
no caratterizzate dal rendere stazionaria l’azione Hamiltoniana W ;

IT) Tra le traiettorie possibili — di assegnati estremi Po(to,qy) e Pi(t1,qt)
— quella che corrisponde al moto effettivo é caratterizzata dal ren-
dere stazionaria l’azione W.

Per essere piu espliciti, dato il funzionale

t1
W = L(q,q,t)dt,

to

e considerata la traiettoria di estremi assegnati (to, q})) e (t1,4}),
tl
5/ Ldt=0 (8.12)
to
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8.1. Equivalenza della condizione variazionale

d 9L oL __ —
Eﬂ_m—o, COnh—l,...,N

8.13
an(to) = gy, an(ty) = q3, (813)

Le equazioni 8.13 si dicono equazioni di Eulero-Lagrange® associate
alla condizione variazionale 8.12.

Da 8.12 e 8.13 si ricava che per determinare le traiettorie di stazionarieta di
W = j;tol Ldt occorre risolvere il problema analitico 8.13, che & un problema

di Sturm-Liouville, ovvero la soluzione {g(t)} deve soddisfare le condizioni
“ai limiti” 8.135.
Per maggiore chiarezza si consideri una sola equazione del tipo

y' =F(z,y,y)

e si confrontino i due casi seguenti.

Problema di Cauchy

Determinare® la soluzione y(z) tale che y(zg) = yo e y'(x0) = yb-

Yo

Problema di Sturm-Liouville

DeterminareS la soluzione y(x) tale che y(x¢) = yo e y(v1) = y1.

48i dicono senz’altro equazioni di Lagrange se il problema & Meccanico.

5Sono ben note le condizioni di esistenza ed unicita per questo problema.

6Qui I’Analisi & pitl complicata (riguardo all’esistenza ed unicitd) ma ammetteremo
che la natura del problema — meccanica o geometrica — assicuri ’esistenza e ’'unicita
delle soluzioni.
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v A

Py (xp y0)

Yo

1 Po (xo, y0)
1

4

Xo Xy

Conclusione

L’equivalenza tra la condizione variazionale 8.12 e le equazioni 8.13
mostra come il principio di Hamilton possa assumersi come principio base
della Meccanica Analitica per i sistemi classici, ma, per la sua generalita,
puo essere utilizzato in ambiti fisici diversi, ad esempio in Relativita.

Si ricordi inoltre che la funzione L(q, ¢,t) & generica, pertanto il risultato
indicato da 8.12 e 8.13 rappresenta un teorema di matematica pura.

8.1.1 Un semplice esempio meccanico

Si consideri il caso riportato in figura: un punto di massa m € vincolato
senza attrito su un cilindro rotondo, di raggio R e generatrici parallele a
z, ed & soggetto alla forza peso. Assunte come coordinate lagrangiane le

AZ
T = ===
P -
4 /
// /
< //
P (m)
X3 =02
|
|
|
|
|
|
| /\>
/ 4
/ b0 N+ }
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8.1. Equivalenza della condizione variazionale

coordinate cilindriche g1 = 6 e g2 = z, e scritto il Lagrangiano del sistema
L, si risolva ora il problema variazionale

t1
s | Lat=o,

to

essendo gli estremi Py(to = 0,0, 29) e Py(t1,01,21).
Come ¢ evidente
1 .
L= —m[R26% + 32|
zm[ +z ] mgz
e quindi il problema variazionale equivale alle equazioni di Lagrange

d OL OL 20
2oL _ S5 —mR40 =0
{‘?Qﬁ 2

Toi 8. —mEtmg=0

con le condizioni

L’integrale generale delle equazioni di Lagrange ¢

{920&—&—6
t2
z2=—g%5 +yt+0

e, sempre dalle condizioni ai limiti, si ottiene

2
0(0)=60p=0=0, z0=0 e 51:04t1721:—951+7t1+20~

Si trova dunque la soluzione

=9t
N 2 P
z1—20+9 5
z=—gb + 222 ;’ngt—&—zo,

mentre, in assenza della forza peso, la soluzione sarebbe stata
{0 =0y
1
— 21”20
z= =g t+ 2p.
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In coordinate cartesiane si ha dunque

x:Rcos%t

_ pain 1
y—Rblntlt

_ z1—=z
z-%t—i—zo,

che rappresenta un’elica cilindrica passante per PJ(0,z0) e Py (61, 21).

8.2 Alcuni esempi di problemi che hanno da-
to origine al calcolo variazionale

8.2.1 Problema della superficie di rotazione che ha
area minima

Tra tutte le curve regolari y = y(z) di estremi Py(zo,y0) e P1(z1,y1)
trovare quella che, con una rotazione completa attorno all’asse x, genera
la superficie di area minima.

Nella nota conclusiva di questo capitolo si fara un cenno su cosa si intende
per minimi (o massimi) per un funzionale, e si dimostrera che — condizione
necessaria per l'esistenza di un estremo per il funzionale W — & che

SW =0,

ovvero che sia stazionario”.

Si tratta — tornando al problema specifico — di trovare la curva

y=y(z),

con y(zo) = yo e y(x1) = y1, in modo che il funzionale®

z1
I(y):27r/ y\/1+y?dx
zo

sia stazionario, ovvero risulti
T1
5/ y\/1+y%dx =0. (8.14)
)

"Per ora ci limiteremo a questo caso.
8Si veda la parte relativa alle area della superficie di rotazione incontrata nei corsi
di Analisi Matematica.
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8.2. Alcuni esempi di problemi che hanno dato origine al calcolo variazionale

Applicando quanto visto nel paragrafo precedente (¢ = y, ¢ =y, t = x),

si arriva a L(q,4,t) = yvV1+y 2 ¢ la condizione variazionale 8.14 equivale
all’'unica equazione di Eulero-Lagrange”:

d 0 0
L ) )

con le condizioni ai limiti y(zg) = vyo,y(zr1) = y1. Qui non converra
risolvere tale equazione (del 2° ordine in y), ma si puo notare che

oL 0

— =—y/14+9y =0.

9r 0z’ Y

Vale quindi l'integrale primo

0L,

Hfa—y,y — L = cost .

Ne viene che )
/
LQ —y\/1+y'? = cost,
V1i+y

riconducibile a y

a+y2

dove c; € una costante arbitraria. Posto 3’ = sin ht, segue che

y= c1V'1 4+ sin® ht = ¢; cos ht

(G (815)

9Vedi 8.13.
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e, quindi,
d sin ht
dr = & _ clLdt = c1dt.
y' sin ht
Otteniamo allora la generale curva integrale dell’equazione 8.15

T =cit+ co
y = ¢y cos ht

e, eliminando t, si arriva a

T — C
y =cjcosh ,
C1

che rappresenta la soluzione generale voluta.
Occorre ora determinare le costanti ¢ e ¢y in base alle condizioni ai limiti

y(zo) = yo e y(w1) = y1: la curva che si trovera!® sard una catenaria.

8.2.2 1l problema della brachistocrona

Su un piano verticale (0,x,y), dove y & la verticale discendente, giace
una guida di equazione

y=ylr) (0<z<m)

con y(0) =0, y(x1) = y1 o, in altre parole, di estremi O(0,0) e Py (z1,y1).

ol 4

Pl (x[) yI)

10Tranne casi speciali si trovera una — ed una sola — soluzione.
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8.2. Alcuni esempi di problemi che hanno dato origine al calcolo variazionale

Un punto pesante vincolato senza attrito sulla guida parte da O con

.....

Si tratta di trovare la “forma” della guida — la sua equazione y = y(z) —
tale che il tempo impiegato dal punto per arrivare in P (x1, 1) sia minimo.

Troveremo anzitutto il tempo di percorrenza per una guida generica
avente come estremi quelli assegnati. Vale allora l'integrale dell’energia

1
T-U=E = E0:§mv(0)2—m90:0.

Se s & arco OP sulla generica curva, e v = ds/dt, 'integrale dell’energia

fornisce
1m ds : —mgy =0
2"\ 9y =5

In definitiva, ricavando

L [ds con ds® = da? + dy? = (1 + y/*)da?
Vay\ oy - -

si arriva a

1 [1+y?
— dx,
V2y y

quindi il tempo impiegato a raggiungere P; (lungo y = y(x)) &

dt =

/2

yr/

Limitiamoci ora a trovare la curva che renda stazionario il funzionale

tly], tale cioé che
T 1 /2
5 / Y =
0 Y

Qui L(q, ¢, t) = L(y,y/,x) = /(1 + y’z)/y e quindi 'equazione di Eulero-

Lagrange ¢
y'?
d:z: ay y
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con la condizione ai limiti y(0) = 0 e y(z1) = y1. Anche in questo caso
non conviene affrontare tale equazione, infatti si nota che

OL 0 |1+vy? oL
v _ 2 Ty =0 = H=_——9 — L =cost,
ox Oz Y oy’
ovvero
y/2 W 1 L

= cost = ——Y—_— = —

\/ﬂm - \/ﬂ y(1+y/2) \/E

(dove ¢; & una costante arbitraria positiva) o, ancora,

Cc1 — C1 —
yl+y)=a = = oy [
y y
(8.16)

Separando le variabili e integrando si arriva a

/‘/ y dy:/dz:z+02
c1—Y

e, per trovare il primo integrale, si ponga y = ¢; sin® 6:

.2
/ v/ 0

/ 4 dy = LH.QQQ sin 6 cos 6 df
-y VeV 1 —sin® 6

= 2c1/sin29d9=2%(9—Sin9c0s9)

= (20 —sin20).
2
In definitiva si ha

{x+c‘:21(29sin20) (8.17)

y = cisin’ 0 = £ (1 — cos 20)
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8.2. Alcuni esempi di problemi che hanno dato origine al calcolo variazionale

che e l'integrale generale in forma parametrica dell’equazione 8.16.
La condizione di passaggio per (0, 0) implica ¢ = 0, mentre ¢; si determina
mediante la condizione di passaggio per P;(x1,y1), cioé

r, = %(291 — sin26‘1)
Y1 = C51(1 —cos26y) ,

da cui & possibile ricavare 6;1! e ¢;. La curva ¢ una cicloide!2.

8.2.3 Il Principio di Fermat

Ricordando il principio di Hamilton — che € un risultato matematico
pit generale di analisi variazionale — € noto che la condiziona variazionale

ty
5/ Ldt =0 (8.18)
t

0

equivale alle equazioni di Eulero-Lagrange

4oL _ 9L _
dt 0gn Oan (8.19)
{%(0) =dn,an(t1) = q -

Come ulteriore applicazione si ricordi il principio di Fermat: la traiet-
toria di un “raggio di luce”, tra punti prefissati in un mezzo qualsiasi, &
quella che rende minimo'? il tempo di percorrenza.

Si consideri un mezzo non omogeneo e sia v = v(zx,y, z) la velocita della
luce nel punto (z,y, z).

Y1
c1

I2Nota storica: gia Galileo Galilei notd che una sfera arriva prima rotolando lungo un
arco di cerchio piuttosto che sulla corda relativa. Il problema fu riproposto per la prima
volta in forma rigorosa da Bernoulli, nel 1697. Nell’introdurre il problema Bernoulli
riportava il fatto che esso si presentava arduo anche a quei naturalisti “che avevano
ampliato la matematica con teoremi che non erano conosciuti a nessuno”. E’ evidente
l’allusione a Newton, il quale aveva dato inizio tre anni prima alla disputa (Newton-
Leibniz) sulla paternitd del calcolo infinitesimale, disputa nella quale Bernoulli fu un
convinto sostenitore di Leibniz. Bernoulli fece circolare il problema in Europa e, di
i a poco, gli arrivarono due risposte giuste: una da de I'Hopital (in realta scritta da
Bernoulli stesso) e una proveniente dall’Inghilterra, senza firma. Bernoulli riconobbe
subito in Newton ’autore. Si attribuisce a Bernoulli I’esclamazione “adgnosco ex ungue
leonem!” .
Pochi anni fa, nel 2006, vennero poi ritrovati gli atti della Royal Society relativi al
periodo 1661-1682 e si scopri che il primo che risolse correttamente e formalmente il
problema fu ’inglese Robert Hook — lo stesso che formalizzo la legge di proporzionalita
tra Pestensione di una molla e la sua forza di richiamo.

13Stazionario, bastera.

119, = arcsin
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Py (x0, yo, 20)
.\

P, (xp, ys z))

e

y

Lungo la traiettoria yp,p, si ha

ds ds
= — dt = —
M v

e quindi T = f ds/v ¢ il tempo impiegato.
Sia
y=yl@) wo<z<m

z = z(x)

la generica traiettoria di estremi Py e P;: poiché
ds =\/1+y?* + 2%dz (ds* = da® + dy? + dz?),

il tempo € impiegato e

/ 1 + y
(2,9, )
ed il principio di Fermat, limitatamente alla stazionarieta, si esprime come

1 12 /2
5/ +y T2 =0, (8.20)
Coo(wy.z)

In questo caso
Lz, y, v, 2,2) = \/1+ 92 + 2% /v(z,y, 2) dx
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8.2. Alcuni esempi di problemi che hanno dato origine al calcolo variazionale

¢ la condizione variazionale e conduce alle equazioni che seguono'* (vedi

8.19):

a y Loy 0
de o /T+y% + 27 Oyvi(zy,2)
d / /
: c = =0, (8.21)

dwv\/l—&—y’z—l—z’2 820295?/7 z)

con le condizioni
{y(xo) = %Yo 7y(x1) =Y

z(x0) = 20, 2(x1) = 21 .

Propagazione dei raggi di luce nell’atmosfera

Analizziamo ora un problema piu semplice, quello della propagazione
luminosa nell’atmosfera terrestre. Si considerino — con buona approssi-
magzione — i seguenti dati:

cC kz N . .. .
v=—, dove n = nyg (1 — h) ¢ 'indice di rifrazione,
n

z la quota verticale, h 'altezza dell’atmosfera e ng, k due costanti. Si ha

pertanto
c

= — 8.22
T 522
che dipende quindi dalla sola quota verticale z.
Pensiamo quindi al moto piano di un fotone che passi tra i punti Py(zq, o)
e Pi(x1,21) cosl come sono riportati in figura.
La condizione variazionale di Fermat 8.20 si traduce'® in una sola delle

equazioni 8.21, ovvero

d z +@\/z’QJrl
dr /14 2 0z 02

essendo v fornita da 8.22.
Come in altri esempi fatti, nemmeno in questo caso converra discutere tale
equazione poiché
oL oL
— =0 = H*—sz:cost
ox 0z
147] problema sara assai complicato, tuttavia diventa semplice se si considera v = cost.

157, — V1t2'?

v(z) 7

=0,
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P, (X1, Zz)

[
»
X

quindi

2 iin
vV 1+ 22 v

vV 1+ 2/ = cost .

Ricordando ’espressione 8.22 di v, si ha

<no(1c—’§f))2(1 +27%)=a

= cost,

che fornisce

1427 _dng_
kz\2 2 =«
(1=%)
e, in definitiva,
1+ 27 B
1_&+(@)2_a'
R h

. . . . . 2 .
Consideriamo di poter trascurare il termine (% , 2z < h), otteniamo allora
I’equazione approssimata

1+ 22
_ =
1— 2k

da risolvere con le condizioni z(xg) = 29 e z(x1) = 21. Si ricava dunque
dz

kz
(a—1)—2%

=dx
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hod[(a—1) —22%]

- h 2 — dx
208l —1) - 2042
e, integrando, viene
h akz
—1) -2~ —
—p\Vle--2—==z+0
ak h
= — (a—1
z 2h< z+ 6)% + e k(a ),

che rappresenta un arco di parabola. Risulta infine possibile determina-
re a e 3 con le condizioni al contorno z(zg) = zg e z(x1) = 21.

Esercizio

Completare la dimostrazione del Principio di Hamilton.

Suggerimento: si proceda per assurdo supponendo — ad esempio —

che nell’istante £
d OL oL

o= o—| >0,
dt aql 8(]1 i
quindi
d OL 0L _
S22 F—6t+6
dt 8(]1 8L]1 > ( + )

Data ’arbitrarieta si scelgano le dqp:

5q1 =0,t¢e [to,tﬂ/(t_— (S,t-‘;(;)
5 >0,te (t—0d,t+9) (8.23)
(qu = Oa te [thtl]vi = (27 7N) :

Ne segue
N
d 0L oL
oW ——— — — | dqpdt
/0 21: <dt aqn ) an
t1+6
! d oL oL
dqidt >0
/to 5 (dt 8q1 3q1) «
ecc...
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Capitolo 9

Meccanica Hamiltoniana

9.1 Equazioni di Hamilton (o canoniche)
Sia L(q, ¢,t) un lagrangiano generalizzato! e

d oL OL

———— —— =0 h=1,.,N 9.1

le relative equazioni di Lagrange, dove si ipotizza

0%L }
det | —— 0. 9.2
|:aq}qu 7& ( )
Si ponga ora
oL
= — h=1,..,N .
DPh aqh con n PREEER) ) (9 3)

che verranno detti momenti coniugati della variabile ¢y.
Da 9.2 segue che si possono risolvere le 9.3 rispetto alle ¢, ottenendo

dn = ¥n(an, pn,t) (9.4)
che, in seguito, scriveremo

gn = ¥ (g, p,t). (9.5)

IE’ ovvio che quanto verra stabilito varra anche se L ¢ il lagrangiano di un sistema
classico o naturale.
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Meccanica Hamiltoniana

Per distinguere tra le variabili proprie dell’impostazione lagrangiana e

quelle proprie dell’impostazione hamiltoniana, d’ora in poi diremo?:
(g,4,1) variabili lagrangiane
(¢,p,t) variabili hamiltoniane.

Dato il lagrangiano generalizzato L(q, g,t) & possibile esprimere ogni F'(q, ¢, )
in variabili hamiltoniane ponendo al posto delle ¢y, le espresioni 9.5, ovvero

F = F[thwh(qapvt)7t:| )

che chiameremo espressione hamiltoniana di F(q,g,t).
Si osservi che se L ¢ il lagrangiano di un sistema naturale — quindi L =
Lo+ L1+ Ly — allora

6L
ph = Z ankr + on(q,t)

e, se in particolare il sistema fosse potenziale®, si avrebbe

oT .
DPh = o, :Zl:athk+bh~

9.1.1 Esercizio

In riferimento al sistema rappresentato in figura, scrivere ’espressione
hamiltoniana del lagrangiano corrispondente.
Il lagrangiano del sistema &

h
“(+a+ad),

1 . ) )
L=*Mﬁ+£+ﬁ%j

2

quindi
oL . . Pr
Ph = 5~ = M4h = gn = —

2

- b1 D3 ps h

in —_— _—— =
2m+2m+2m 2(q1+q2+q3)

2A completamento di questo capitolo si consulti il testo di F. R. Gantmacher, Cap.
III e Cap. IV.
30vvero se L =T + U(q, t)).
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9.1. Equazioni di Hamilton (o canoniche)

P (g1 92 g3

Si osservi che le pp, sono le componenti della quantita di moto (mo-
mentum) p = mv, da cui la conseguente denominazione delle p, come
momenti associati alla variabile ¢,.

Si consideri la funzione hamiltoniana (detta anche hamiltoniano)

N

H(g,¢,t) =) afL (9.6)

1

e, tranne avviso contrario, si consideri H in variabili hamiltoniane, ovvero
porremo H = H:

H = H(q,p,t ZPth - (9.7)

Non sarebbe difficile dimostrare che il sistema lagrangiano 9.1 equivale al
sistema

- __ OH
In = Bpy,
9.8)
s OH
Ph = ~ Bqn

detto sistema di Hamilton o sistema canonico®.

L’equivalenza dei due sistemi significa che se {gp (t)} & soluzione del sistema
9.1 (di Lagrange), allora
CIh,—lIh,(t)>

oL

(Qh (t),pn(t) = Pin

4Vedi paragrafo 9.5.
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Meccanica Hamiltoniana

¢ soluzione del sistema 9.8. Viceversa, se {qn(t), pn(t)} & soluzione del si-
stema 9.8, allora {g(t)} & soluzione del sistema di Lagrange 9.1.

Si osservi che il sistema di Lagrange ¢ formato da N equazioni, ciascu-
na del 2° ordine, mentre il sistema di Hamilton & formato da 2N equazioni
del primo ordine.

9.2 Proprieta del’Hamiltoniano

Derivando H(q,p,t) totalmente si giunge a

A~ (M, OH N OH
dt ~ 2=\ g, Pr ) 5y

e, per ogni soluzione del sistema 9.8, si ha

dt 4|0y dpn,  Oppdqn] Ot

dH ZN: {6H OH OH 6H] OH
— L9qn Opn Opn Oqn

Vale pertanto
dH OH

dt ot
“lungo” ogni soluzione del sistema 9.8.

Si ricordi che con la 5.38 si era stabilito che

dH _ 9L
dt ~ ot’

ne consegue che l'indipendenza del tempo di L — e equivalentemente di
H — implica l'integrale primo

H = cost, (9.10)

che si dice ancora integrale generalizzato dell’energia.
Nel caso particolare in cui poi il sistema fosse naturale, si era dimostrato
con la 5.40 che H = Ly — L e pertanto, in variabili hamiltoniane,

H=1I1s—Lo, (9.11)

formula utile per calcolare H in funzione delle variabili hamiltoniane.
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9.3. Esempi ed esercizi

Si osservi che, in generale, se L =T, + 11 + 1o+ U + V', dove V indica
il potenziale generalizzato V = Vi + Vp, la 9.11 si riscrive esplicitamente

H=T,—-Ty—Vo—-U (9.12)
mentre, se il sistema ¢ conservativo (a vincoli fissi),
H=T,-U=T-U, (9.13)

dove H coincidera dunque con I’energia meccanica, espressa in variabili
Hamiltoniane.

9.3 Esempi ed esercizi

9.3.1 Esempio 1

Si consideri il sistema schematizzato in figura: una sbarretta omoge-
nea, di lunghezza [ e massa M ¢ incernierata in O e vincolata a stare nel
piano (0, z,%); il punto P, di massa m, & a sua volta vincolato a muoversi
sulla sbarretta. Tutti i vincoli sono lisci.

Scrivere le equazioni di Hamilton.

Svolgimento:

1 o, 1 Mi? .
T= 5”“]% + 5("”@% + T)fﬁ,
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Meccanica Hamiltoniana

U = mgqi cosqa + 9 cosq2 — §Q%,
_ 8L _ T _ .
P1= %5 = 9, — M1 ,
oL oT My -
p2:37q'2:3742:(mQ%+73 )iz -

Da questo segue

=5
Go = —2

- 2, M2

dove quest’ultimo sistema rappresenta il primo gruppo delle equazioni
di Hamilton (7.8). Ora pero, per completare le equazioni, occorre scrivere
I'Hamiltoniano H (g, p,t).
Nel caso in cui il sistema sia a a vincoli fissi e naturale vale, come detto
prima, la 9.13:

~ 1 P1 2 1 2 Mlz P2 2
H=T-U=—- — — —
v=yn() el ) (Gt -

e, in definitiva,

2 2 M

P1 P2 h o, !

H=—+4+——"2>_— ¢ —g| mqg + — .
2m 2(mq% 1\/@12)2 2q1 g< « 2 oz

Il secondo gruppo delle equazioni di Hamilton ¢ quindi

2
P = _% = 4@5??%)5 — hq1 + mg cos qo
P2 = —% = —g(maq + %) sin g2

9.3.2 Esempio 2

Scrivere le equazioni di Hamilton per una particella carica di massa m
e carica ¢ nel campo magnetico H = Hcs.

La particella ¢ soggetta alla forza di Lorentz F = 2v A H che ammette
potenziale generalizzato V = -LH A OP x v, ovvero

0 0 1

_ Hq, . .
Q¢ g3 = 70(111(12 —¢261),
q1 G2 3

da cui

1 5 0 . Hq, . :
L= om(di + ¢ +d3) + 5 (0142 — @21) -
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Si ha dunque

— — Hq
D1 =3 = M41 — 5,92

P3 = 54z — M4a3

da cui consegue

o — P1 Hgq
(J1*E+2mCCI2
c P2 Hgq
@2 = 5~ opelt
i — P3

q3 ="

che rappresenta il primo gruppo delle equazioni di Hamilton.

Infine il sistema & naturale — vale pertanto la 9.11 — quindi
H=1ILy—Ly=T

che porta a

1 H 2 H 2 2
H:,m p71+q7q2 + &_qu + IE .
2 m  2mc m  2mc m

Le equazioni seguenti completano dunque il sistemas:

s _OH _ gH[p2  qH
b1 = Oq1 ~ 2¢c\ m 2medl
o — _O0H _ gH (p1 , qH
b2 = dq2 ~  2c m—i_Qqu2
. _ _OH __

b3 = 8q3_0
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Meccanica Hamiltoniana

9.3.3 Esercizio

Il sistema rappresentato in figura — gia incontrato nel Capitolo 7 —
ha lagrangiano

1, 1 V2 h
L=-migi+ §m2q§ Tmag o2 — g (4t + a5 — Q1Q2\f2] .

2 2

Si scrivano le equazioni di Hamilton.

Soluzione:

. — P
a = 0
;. V)
92 = o

{]51 =—hq + h@%

Po = —haz + g1 — mag

9.4 Integrali primi e parentesi di Poisson

9.4.1 Integrali primi

Dato il sistema Hamiltoniano

- __ 0
an = Py
Dy = —THh conh=1,..,.N (9.14)

192



9.4. Integrali primi e parentesi di Poisson

si dice integrale primo del sistema una funzione f(q,p,t) tale che® ogni
soluzione del sistema (p, ¢) risulti

f=1(q,p,t) = cost . (9.15)

Importanti esempi di integrali primi intervengono nel caso di coordinate
cicliche, dove ¢, & una coordinata ciclica (o ignorabile) quando risulta

OH
@—0.

E’ evidente che g, € ciclica anche in quanto variabile lagrangiana. In-

fatti, se f non dipende da ¢,, anche H = iv % — L non dipende

da q,, e viceversa; se q, € ciclica, dalla seconda equazione di 9.14 segue
evidentemente
Do = Cq = cOst,

che & integrale primo del sistema 9.14.

La presenza di coordinate cicliche facilita la soluzione del sistema poiché
I’ordine ne viene abbassato. Si considerino ad esempio

qn non cicliche con h=1,...m

Qo cicliche cona=m+1,...N .

Dividiamo il sistema 9.14 in

. _ OH
qh = %H
Ph=—5 con h=1,...m (9.16)
¢ oH
o = %
paz—%zo, cona=m+1,...,N : (9.17)
da 9.145 segue ovviamente
Do = Ca cona=m-+1,..N. (9.18)

La funzione Hamiltoniana non dipende quindi dalle g, e si ha dunque

H = H(qnpn, cas1) - (9.19)

5Si ricordi quanto gia detto per gli integrali primi dell’equazione di Lagrange: spesso
¢ 'uguaglianza 9.15 che ¢ detta integrale primo.
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Il sistema 9.16 si presenta quindi come un sistema in 2m equazioni, nelle
2m incognite (qn,pn), il cul integrale generale &

qn = qn(t,cn,ch,ca) e pn = pn(t,cn,ch,ca),con h=1,....m. (9.20)

A questo punto il problema é risolto, é cioe immediata la soluzione di 9.17.
Sostituendo infatti 9.20 in 9.17 mediante quadrature si ottiene

o = f %(tvchvc%7ca)dt + Cix
Pa = Cq cona=m-+1,...,N . (9.21)

La 9.20 e la 9.21 costituiscono dunque 'integrale generale del sistema 9.14.
In definitiva la soluzione del sistema 9.14, che & di ordine 2N, & stata ri-
portata alla soluzione del sistema 9.16, che & di ordine 2m, essendo m il
numero delle coordinate non cicliche.

Osservazione
Si ¢ visto che

O0H
— =0 = Pa = Cq = cost,
a

ovvero, se ¢, ¢ una coordinata ciclica, il momento coniugato p, ¢
costante. D’altra parte € noto che

OH
— =0 = H = cost,
ot

cioe vale l'integrale generalizzato dell’energia. Viene dunque da pensare
che H possa essere visto come il “momento coniugato” della variabile ¢:
svilupperemo in seguito questo argomento.
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9.4. Integrali primi e parentesi di Poisson

9.4.2 Parentesi di Poisson

Date due funzioni f(q,p,t) e g(q,p,t) (almeno C?), si definisce paren-
tesi di Poisson la seguente espressione:

N
(fo)=> (afag - afag) . (9.22)

Oqn, Opn. Opn Ogn
Non sarebbe difficile verificare le seguenti proprieta:

(f9) = —(gf)
(cfg) = c(fg) con ¢ = costante

A(fg) _ [0 [oJ
o - () + (12)

e la seguente identita di Poisson:

(om) + (@mr) + (009) =0, conn=niapn. @20

(9.23)

Sia f(q, p,t) un integrale primo del sistema 9.16, cioé per ogni sua soluzione

{q(t),p(t)} risulti

f(g,p,t) = cost.
Da questa, per derivazione, segue

% 5‘f Z(af h+8fph>0

quindi®

ﬁ (9f Z(@f@H_@f@H):O
dt Oqn Opr. Opn Oqp,
Facendo ora uso della parentesi di Poisson si ottiene
daf 5f
dt ot
ne viene che f(q,p,t) & integrale primo se e solo se
3f
ot

Il seguente teorema consentira quindi di ricavare integrali primi del siste-
ma 9.16 qualora ne fossero noti (almeno) due.

+(fH) =0,

+(fH)=0. (9.25)

6Da 9.16.
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Teorema 9.1 (Teorema di Poisson) Se f(q,p,t) e g(q,p,t) sono inte-
grali primi del sistema

5, — OH
qn = ap’éH
Ph = —gar conh=1,...N

allora (f,g) ne ¢ integrale primo.

Dimostrazione: in riferimento alla relazione 9.25 sara sufficiente dimo-

strare che o(f9)
g _
o +<(fg)H> =0.
Infatti dalla proprieta 9.233 segue
a(f9g) of 99

s om) = (Gha) + (15) + Wom). 020
L’ipotesi comporta che

9 +(fH)=0

% +(gH) =0

pertanto, ricavando da quest’ultima 0f/Jt e 9g/0t, e sostituendo il tutto
nella 9.26, si ottiene

% +((f9)H) = (= (fH)g) + (f = (¢H)) + ((fo)H) . (9:27)

Facendo ora uso della 9.231, il secondo membro di 9.27 puo essere riscritto
come

((fo)H) + ((gH)f) + ((Hf)g) =0

per l'identita di Poisson 9.24, come si voleva dimostrare.

Ne consegue dunque un metodo per la ricerca di altri integrali primi di
9.16:

(f(fg) e (a(f9) (9.28)

sono ancora integrali primi”.

Risultano evidenti le seguenti:

(pnpr) = (qnax) =0, (qnpr) = —(Prar) = Onk (9.29)

7Si badi bene perd che gli integrali 9.28 (o altri successivamente deducibili) possono
non essere indipendenti dagli integrali gia noti.
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dove le parentesi indicate si dicono parentesi di Poisson fondamentali.

Osservazione

Mediante le parentesi di Poisson si puo dare al sistema Hamiltoniano
9.16 una forma del tutto simmetrica, ovvero

vy @)

come ¢ facile verificare.

Infine si avverte che in molti testi le parentesi di Poisson vengono in-
dicate usando le parentesi graffe anziché le tonde, ovvero {fg} o {f,g}.

9.5 Sistemi di Lagrange e di Hamilton: 1’e-
quivalenza

Il sistema di Lagrange

doL oL _
dt aqh 3% B

0 conh=1,..N (9.31)

equivale al sistema di Hamilton (o canonico)

— OH
5 — b
Ph = ~5g, conh=1,...,N, (9.32)
essendo®
N
1
Infatti
N - = N o~
OH 0q, OL 0L Oqy,
Py S A Y. 9.34
9qn ;pk dqn  Oqn ; ddy Oqn, (9:34)
8L = L(q,q,t)
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e, poiché p, = g—i, da 9.34 risulta

oH _ oL
dqn dqn
Da 9.31 segue allora
d OL d oL OH

U L T

che é la seconda equazione del sistema 9.32.
Inoltre?

OH . N 94, <= OL 94
opr " Z;pk Ipn ; Ay Opn

da cui segue proprio la 9.321, come volevasi dimostrare.

Enunciamo — senza dimostrarlo — il seguente teoremas:

(9.35)

Teorema 9.2 Il sistema Hamiltoniano 9.8 & integrabile se esisono N in-

tegrali primi fr, indipendenti, e in involuzione, ovvero tali che

(fufr) =0 Vh # k.

Quindi, se 0H /0t = 0, sono vere le sequenti:

1. un sistema ad un grado di liberta ¢ integrabile'®;

2. un sistema o due gradi di liberta, con un integrale primo f (oltre

ad H ), ¢é integrabile in quanto é noto (fH) =0;

3. se esistono integrali primi indipendenti f1, fo tali che (f1f2) =0, lo

stesso vale anche per un sistema a tre gradi di liberta.

Infatti (f1 H) = (fo H) = 0 per quanto detto al punto 2.

9Vedi 9.33.
10 Ammette I'integrale H.

198



9.6. Invariante integrale di Poincaré-Cartan

9.6 Invariante integrale di Poincaré-Cartan

Sia dato il sistema hamiltoniano (o canonico)

- __ OH
qh = Bp,

. 9H . (9.36)
ph—_@ h—l,,N

relativo al lagrangiano L — lo si pensi relativo ad un sistema meccanico —
e valgano le condizioni di esistenza ed unicita delle soluzioni. Al posto del-
lo spazio delle configurazioni RN, proprio dell’interpretazione lagrangiana,
introduciamo lo spazio IR?N delle fasi: un punto di tale spazio rappresenta
uno stato del sistema la cui evoluzione ¢ fornita dalle soluzioni del sistema

9.36.

(1 G Pi - PN)
.

Si dice stato in quanto fornisce — in sostanza — posizione e “velocita”
del sistema (meccanico). Potremo anche considerare lo spazio delle fasi e
diremo che la “curva”

t=t
an = qn(t) tg<t<ty
pr = pn(t)

¢ una traiettoria rettilinea in tale spazio se g5 (t), pn(t)] costituiscono
una soluzione del sistema 9.36 nell’intervallo (to,t1).
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(@’ pn’,t%)

p
q

Si consideri un qualsiasi ciclo chiuso'! Cy nello spazio ampliato delle
fasi, e tale ciclo abbia equazioni

an = qj(a)
pr = Ph () (9.37)
t= tO(a) )

con 0<a<l.

Fissato un punto qualsiasi di Cy, per questo passa una — ed una sola
— traiettoria rettilinea definita dal sistema 9.36 e, nel loro complesso, tali
traiettorie formano un cilindro chiuso in IR2N*1,

Se C' & un altro ciclo qualsiasi su tale cilindro, avente equazioni

qn = qn(a)
ph = pr(a) (9.38)
t=tla),

con 0 < o <1, si potrebbe dimostrare (ma lo ometteremo) che

jéo (i::phéqh_H‘St) :fg (i::ph&Ih—H(st).

Sussiste quindi il seguente teorema:

Teorema 9.3 L’integrale

N
45 onoan — ot
1

1 Curva regolare chiusa.
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9.6. Invariante integrale di Poincaré-Cartan

e wnwvartante per ogni ciclo tracciato su qualsiasi cilindro di traiettorie
rettilinee definito dal sistema canonico 9.36.12

L’integrale

1:7§<§:phaq—ﬂat> (9.39)
1

si dice invariante integrale di Poincaré-Cartan e la sua invarianza e
caratteristica dei sistemi canonici.
Per dimostrarlo si consideri un sistema generico

q'h = Qh(qap7 t)
{ph = Ph(Q7pa t) ’ (940)

anche in questo caso diremo traiettoria rettilinea in IR?N*1 una traiettoria
definita da una soluzione {qy(t),py(t)} del sistema 9.40.

Teorema 9.4 Se lintegrale di Poincaré-Cartan

f (ﬁjphéqh - Hat) ,

con H(q,p,t) assegnata funzione, é invariante per ogni ciclo C di qualsiasi
cilindro di traiettorie rettilinee del sistema 9.40. Risulta

0H OH
e

= — P —_
@n Opn " daqn

e il sistema ¢ quindi canonico di hamiltoniano H.
Infatti, il sistema puo scriversi nella forma

dgn _dex . _ dan _ dpr _ —C@—N—dt:duﬂ(qm,t), (9.41)

Q1 Q T Qv P Py

12 Vedi Gantmacher. Si osservi che, in tal caso, si deve considerare la variazione

t1(a)
t

o(a)

nella quale, a differenza del principio di Hamilton, anche gli estremi di integrazione
dipendono dal parametro a.
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dove all’'ultimo membro abbiamo introdotto un parametro p e una funzione
arbitraria I1(g, p,t) € C*. In tal modo il sistema 9.41 & di 2N + 1 equazioni
in cui assumiamo p come variabile indipendente; la soluzione e del tipo

an = qn(, 4, P, to)
pr = Du(i; 4j, P to) (9.42)
t = t(n, q, Py to) »

essendo (q7,pY,to) condizioni iniziali generiche.

Si consideri ora un ciclo Cyy arbitrario di equazioni'3

pr = ph(@) (9.43)

con 0 < a < [: l'insieme delle traiettorie rettilinee passanti per i punti di
Cy definisce un cilindro di traiettorie

an = qn(p, @)
ph = pr(p, a) (9.44)
t=1t(u ),

ottenibile sostituendo 9.44 in 9.42.

Co

(@’ pr’, t%)

q

13Un “ciclo di condizioni iniziali”.
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9.6. Invariante integrale di Poincaré-Cartan

Se in queste ultime si fissa «, ¢ evidente che si ottiene ’equazione di
una traiettoria in funzione di p, mentre fissando p si ottiene I'equazione di
un ciclo sul cilindro, diciamo C' = C,,.

Per l'ipotesi del Teorema 9.4, I'integrale di Poincaré-Cartan e invariante
per ogni C,, = C, cioé risulta

d N
— th(th—Hét):O.
du%( T

Indicando con d il differenziale rispetto a p (¢ ¢ il differenziale rispetto a
a!) si ha quindi
N

N
d % <th Sqn—H 57:) = ]{ [Z <dph Sqn-+pn d5qh> —dH §t—H d5t] dp=0.
1

1
(9.45)
Consideriamo i termini ¢ pj, dég, e § H dt ed iniziamo a ragionare sul
primo: dato che il ciclo & chiuso, integrando per parti si ha

!
—7{5pthh=—_7{5pthh§

0

%Hd5t=—7{5Hdt.

%Ph doqn = pr dq

lo stesso per

Da 9.45 segue allora

N
f [Z (dph Sqn — Spn, dqh) —dH 6t + 6H dt} dpu=0. (9.46)
1
Essendo N
OH OH OH
H =7 o—dqn+ 5 —0pn+ — -0t
SH =" Bgy J0n T - 0pn + 50t

1
da 9.46 segue

N

j{ Z dph+a—Hdt Sqn+ —dqh+a—Hdt Spn+ —dH+a—Hdt 5t|dp.
Oqn Op, ot

1

Poiché' dy = dt / II, dividendo per du risulta

N
O0H OH dH O0H

I p — m{ —gn +— mf ——+ = =

7{21: (ph+aqh>5%+ < q;z+aph>5ph+ ( 7 + at)ét 0

(9.47)

14Vedi 9.41.
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per ogni ciclo arbitrario C. La forma differenziale contenuta nell’integrale
9.47 ¢ allora esatta. L’arbitrarieta della funzione II comporta 1’annullarsi
di tutti i coefficienti. In particolare'® segue

. H
Qh:%ZQh

s _ _OH __
Ph = "3q, =P

quindi il sistema e canonico di hamiltoniano H, come si voleva dimostrare.

Osservazione

L’introduzione di IT dp al posto di dt serve a rendere generale il ciclo C'
(C,) altrimenti, per ¢ = cost, corrisponderebbero cicli di stati simultanei
e non cicli generici sul cilindro.

9.7 Invariante universale di Poincaré

Se l'invariante di Poincaré-Cartan

I:}I{(ZN:phéqh—Hét)

viene calcolato su un ciclo di stati simultanei di un qualsiasi cilindro di
traiettorie rettilinee, risulta

N
I=5L= %thfs%, (9.48)
1

dato che dt = 0 sul ciclo.

I, si dice invariante di Poincaré universale, dove “universale” si-
gnifica che, non contenendo H, ¢ invariante per ogni ciclo di stati simul-
tanei per qualsiasi cilindro di traiettorie rettilinee definito da ogni sistema
canonico.

Si potrebbe dimostrare la “unicita” dell’invariante universale di Poin-
caré. Vale infatti il seguente terema:

15Vedi 9.40.
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9.8. Trasformazioni canoniche (o di contatto)

Tt

7 7
0 /
/
t=cost

P

Teorema 9.5 (Teorema di Lee Hwa Chung) Sia

N
I = fZAh(QaZL t)aq}l + Bh(Qup» t)éph
1

un invariante (lineare) universale, allora

N
I" =cl :C%théqha
1

ovvero I* ¢ linvariante di Poincaré a meno di una costante moltiplicati-
16
va°.

9.8 Trasformazioni canoniche (o di contatto)

Sia ( )
th = Qh qap7t
- - 9.49
{ph = pn(g,p,1) (949)
una trasformazione (invertibile) qualsiasi e 'inversa sia
qh = qh(63ﬁ7 t)
o0 9.50
{ph S AUBR (9:50)

Il (solito!) sistema canonico

- _ OH

oo (9.51)
CO OH '
Ph = ~5q,

16Per la dimostrazione vedi Gantmacher §19.
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verrd trasformato da 9.49 e 9.50 in un sistema del tipo'”
(9.52)

Diremo che la trasformazione 9.49 & canonica se trasforma 9.51 in un
sistema ancora canonico, ovvero se esiste H(q,p,t) tale che 9.52 sia del
tipo

i OH

v (9.53)
s oH '
Ph——aqh7

cosa che vale per ogni scelta di H.

In definitiva, una trasformazione & canonica se trasforma qualsiasi si-
stema canonico in un altro sistema canonico. Evidentemente si tratta di
un gruppo'® molto particolare.

Utilizzeremo questo concetto per fornire un metodo generale di solu-
zione dei sistemi canonici. E’ evidente infatti che se riusciamo a trovare
una trasformazione canonica 9.50, tale che il sistema trasformato 9.53 sia
H = 0, la soluzione del sistema iniziale ¢ immediata. Infatti, se nel sistema
trasformato H = 0, da 9.53 segue

@ = 0 = dn = ap,
pn = 0 = Dn = Bn,

dove ay, e B sono costanti arbitrarie. Sostituendo § = ay e pp = [ in
9.50 si ottiene

an = qn(t, an, Bn)
Pr = Pu(t, on, Bn) ,

che ¢ la soluzione di 9.51. In sostanza!® questo ¢ il metodo generale di Ha-
milton e Jacobi per i sistemi canonici, un metodo che “sposta” il problema
dalla soluzione al reperimento di una opportuna trasformazione canonica.

17Dimostrarlo per esercizio. Questo & vero anche se il sistema di partenza non &
canonico.

18Si dimostri che & un gruppo di trasformazioni.

195i veda il Paragrafo 9.11.
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9.9 Condizioni necessarie e sufficienti affin-
ché una trasformazione sia canonica

Sia 9.50 una trasformazione canonica e 9.53 il sistema trasformato del
sistema 9.36. Consideriamo due spazi IR®N*! delle fasi — (qn,pn,t) e
(Gn, Pn,t) — nei quali considereremo le traiettorie rettilinee dei due siste-
mi, rispettivamente 9.36 e 9.53.

C e ¢ sono due cicli? che individuano due cilindri di traiettorie retti-

20Corrispondenti mediante la trasformazione 9.50.
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linee come rappresentanto in figura; Cy e Cy sono cicli di stati simultanei
ottenuti intersecando i due cilindri con I'iperpiano t = cost. Per il teorema
di invarianza dell’integrale di Poincaré-Cartan risulta

N N
% (th 5(]h - H 5t> = % th 5qh s (954)
C 1 Co 1

ﬁ;(iﬁhéd”_ﬁ[&) :%éoi::ﬁhaqh- (9.55)

Nei secondi membri compaiono invarianti universali e quindi, sostituendo
nel secondo le 9.49, dal teorema di Lee Hwa Chung segue

N N
jé:Zﬁh(th:szphéqh.
¢ 1

Moltiplicando per tale valore ¢ entrambi i membri della 9.54 segue

é(iﬁhédh—ﬁét) :cj{o (ﬁ:(ph(SQh—Hét)).

1

Esprimiamo il primo membro in funzione di (g, p,t) e, passando allo stesso
ciclo di integrazione C, ne deriva

N

£ [ S0 it —of S mow—11)] 0.

1

Essendo C' un ciclo arbitrario, questo significa che la forma differenziale
nell’integrale (espresso in ¢,p,t) ¢ esatta ed esiste pertanto una funzione
(primitiva) che conviene indicare con —F(q, p,t) tale che risulti

N N
Zﬁhdqh—ﬂ'dt:c<2qh§qh—Hét>—dF. (956)
1 1

Si e quindi dimostrato che, se la trasformazione 9.49 & canonica, esiste una
costante ¢ e una funzione F(q,p,t) tale che valga 9.56.

Proveremo ora che tale condizione & anche sufficiente alla canonicita

della trasformazione 9.49. Supponiamo infatti che dato I'hamiltoniano H
esistano H, ¢ # 0 e F(q,p,t) tali che valga 9.56, ne viene che per ogni ciclo
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C su un generico cilindro di traiettorie rettilinee del sistema canonico si

ha

N

]{C{Z(ﬁhéqhﬁat)c(iphaqhﬂatﬂ =0. (9.57)

1
D’altra parte, il sistema canonico viene trasformato?! in un sistema del
tipo
{[].vh = Qh(q~7ﬁv t) (9 58)
ﬁh = Ph(d7ﬁa t) .

Quindi, se C ¢il ciclo corrispondente a C sul cilindro di traiettorie rettilinee
del sistema 9.58, da 9.57 segue

N

fg[zgahaqh—ﬁat} :cjfo[iphaqh—ffat].

1 1

I’invarianza del secondo integrale assicura l'invarianza di

N ~
¢ (Zﬁh 5 — Hat)
1

c

per ogni ciclo sul generico cilindro di traiettorie rettilinee di 9.58. Ta-
le invarianza assicura che il sistema 9.58 & canonico di hamiltoniano H in
base al Teorema 9.3. Ne consegue che la trasformazione ¢ canonica (c.v.d.).

Si conclude che:

Teorema 9.6 la condizione 9.56 ¢ necessaria e sufficiente alla canonicita
di una trasformazione.

Si osservi che se la 9.56 & valida per una coppia di funzioni H e H, allora
la trasformazione ¢ canonica. Infatti, se H, ¢ arbitraria e H, ¢ definita
come

H,—H=c¢(H,-H),
moltiplicando ambi i membri per dt e sottraendo da 9.56 risulta

N

N
Z(ﬁh&jh—ﬁ*ét> :C<th(5qh—H*(5t> —dF c.v.d.
1

1

21Vedi 9.52.
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Osservazione

Se la trasformazione 9.49 & canonica, la relazione tra H e H & imme-
diatamente deducibile da 9.56. Infatti, annullando il coefficiente di §t si

ha oF
H=cH+ B (9.59)

Si osservi inoltre che H non ¢ la “trasformata” di H secondo le 9.49, se
non nel caso in cui ¢ = 1 e OF / Ot = 0, caso in cui la trasformazione &
completamente canonica.

Proveremo infine una seconda — e piu semplice — condizione necessa-
ria e sufficiente alla canonicita di una trasformazione.

Teorema 9.7 Condizione necessaria e sufficiente affinché la trasforma-
zione 9.49 sia canonica € che esista una costante ¢ # 0 e una funzione
F(q,p,t) tale che

N N
> Bnddn =cy pndagn —IF, (9.60)
1 1

dove O F rappresenta il differenziale virtuale di F.

Se infatti la trasformazione ¢ canonica, vale la 9.56, che, per 6t = 0, fornisce
9.10. Viceversa, se vale 9.10, e posto H = cH + 8F/6t che da

Hét = (cH + %I;)(st, (9.61)

sommando 9.10 e 9.61 termine a termine si ottiene ’equazione 9.56.

9.9.1 Esempio
Dimostrare che la trasformazione

N — q
= arctan =
q = arct "

p=3(¢*+p?

¢ canonica e univalente; trovare la funzione generatrice.

In questo caso N = 1, pertanto la condizione

N N
> bndan =c>_ pnoqudF
1 1
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si riduce a
Pogn = cpdq —oF,
ovvero
1
5((12 + p?)é arctan}gj —cpdqg = —9O0F
1 q 1
(@ + 1) [26 - zap} — cdg = —0F.
2 p(1+ %) P+ L
Ne segue
1
2 {p&] — qép} —cdg=—0F
e infine

(—g—!-cp)(Sq—i-gép:éF.

La condizione necessaria (e sufficiente) & che

O Py y=24
a*p(—fcp)—aq(Q)»

da cui

Si tratta ora di trovare la primitiva della forma esatta

P q oF OF
=0q+ =0p=0F = —dq+ —p :
2(1+2p 9 q+ 8pp

Fo_p _ [P _w
90 ~ 2 = F—/2dq+w(p)— 5 Hu(P)
Foo_a 9 (ap _4
=t e (T -1
quindi ¥’ (p) = 0. Ne segue
r=%
27

che & la funzione generatrice a meno di costanti.
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9.10 Trasformazioni libere

Per la trasformazione seguente®?

(jh = qh(qapat)
h =i 9.62
{ph = pr(g,p;t) (9.62)

si & supposto??
8(@17 seey qNaﬁla 7ﬁN)
O(q1, s qN, P1y s DN )

£0.

Una trasformazione libera ¢ definita dall’essere?*

8(&17627"'76N) #O

9.63
a(pl7p27“'7pN) ( )

condizione che consente l'invertibilita delle 9.62; e quindi di porre le 9.49
nella forma
pr=pn(q: G, t)
~ ~ ~ 9.64
{ph = ph(qv q, t) ’ ( )

assumendo come variabili indipendenti le gy, ¢p.

Si supponga 9.62 canonica e S(q, G, t) sia, in questo caso, la sua funzione
generatrice: si ponga cioé F(q,p,t) = S(q,q,t) per il tramite di 9.64.
Poiché la trasformazione e canonica risulta

N N
Zﬁhéqh—ﬁatzc(zphaqh—ff&> L
1 1

e raccogliendo i coefficienti di dqy,, 0Gn, 0t si ottiene

CPph = %
(9.65)

~ S

Ph = "2q,

che, ovviamente, da
H = cH + 95 (9.66)
=c —. .
ot

22Qui considereremo una trasformazione libera evidente, o di prima specie, ma
esistono altri tipi di trasformazioni libere. Vedi “Esercizi” di Grioli-Bressan.
23 Invertibilit.
240Oppure
p1,p2,.-sPN

—— — #0.
91,92, -, 4N
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Si osservi che le 9.65 rappresentano la stessa trasformazione 9.62 e 9.64,
mentre la 9.635 puo scriversi nella forma

928
‘ = (9.67)
99 0qn
Nel caso che la trasformazione sia univalente (¢ = 1) — caso a cui ci
atterremo d’ora in poi — le 9.65 sono
_ 08
bn= Dy (9.68)
Ph = Ban
‘ 08
H=H+ . 9.69
" (9.69)

Possiamo quindi concludere che ogni trasformazione canonica libera e uni-
valente comporta l'esistenza della generatrice S(q, ¢,t) che soddisfa 9.67 e
puo porsi nella forma 9.68.

Vale anche il viceversa: data S(q, q,t) soddisfacente a 9.67, allora 9.68 rap-
presenta una trasformazione libera univalente di generatrice S che muta
il sistema canonico di hamiltoniano H in un altro sistema canonico di ha-
miltoniano H , fornito da 9.69. La dimostrazione ¢ immediata, vedi 9.68 e .

Quanto detto finora consente di illustrare il metodo di integrazione di

Hamilton-Jacobi per i sistemi canonici?®.

9.11 Metodo di integrazione di Hamilton-Jacobi

Sia dato il sistema canonico

- __ OH

oo (970)
. oH '
Pr = ~35q,

e sia S la funzione generatrice di una trasformazione canonica libera uni-
valente (9.65): essa mutera il sistema 9.70 in

s ol
v (9.71)
s ai '
Ph = _aqh .

25Gi rilegga il Paragrafo 9.8 e si noti che la condizione 9.67 consente di riportare le
9.68 nella forma 9.50.
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Pensiamo ora che la funzione S(q,p,t) sia integrale dell’equazione

~ oS
H=H+—=0
ot
e, anzi, ne sia un integrale completo®®: essa definisce la trasformazione
libera univalente 9.68. In tal caso la soluzione del sistema 9.71 € immediata:
H =0 e quindi

qn = ap = cost, pr = P = cost.

Ne viene che la soluzione del sistema di partenza 9.70, pur di considerare
qn € pp costanti arbitrarie,

__ oS
o (9.72)
- 98 '
Dr = oqn °

Riscrivendo®” S(qu, Gn,t) nella forma S(qp,an,t), possiamo riscrivere le
9.72 in questo modo:

_ 0S8
Ph = 34,
(9.73)
_ S
Bh = ~dan

Il metodo di integrazione di Hamilton-Jacobi e quindi cosi riassumi-
bile: «<Se riusciamo a trovare un integrale completo S(q, p,t) dell’equazione
oS

H+ — =0, 9.74

5 (9.74)

che si dice equazione di Hamilton-Jacobi, allora la soluzione del siste-
ma canonico 9.70 ¢ fornita da 9.73. FEssa é riportabile nella forma

{Qh = gn(an, Bn, t)
Ph = Ph(h, Bh, t)

26Cioe valga 9.67.
278i tratta di un banale cambiamento di notazione:

qn = ap e Ph = Bh -
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in wirty della condizione di completezza 9.67.>

Il problema e quindi spostato al reperimento di un integrale completo
S(g,p,t) dell’equazione di Hamilton-Jacobi, che scriveremo pitu esplicita-
mente come

H<qh’ gqsh’t> * aS(qgtah’t) =0, (9.75)

un’equazione alle derivate parziali. Si osservi che il problema e tutt’altro
che facile: trovare un integrale completo di 9.75 non ¢ proprio come risol-
verlo ma... “quasi”! Eppure il metodo talvolta funziona e — per fortuna
o genialita — ha consentito di afforntare problemi molto importanti di
Fisica e di Astronomia (spesso con ulteriori tecniche di approssimazioni
perturbative) servendosi di un procedimento di separazione delle variabili
di cui daremo in seguito qualche semplice esempio.

9.11.1 Osservazione

Risolvere un’equazione alle derivate parziali e in genere piu difficile che
risolvere un sistema differenziale ordinario. Ad esempio, la pit semplice
equazione alle derivate parziali del primo ordine &

Ju ou
A —+ B — = .
@) g+ Bl =0, (9.76)
si riporta alla soluzione dell’equazione ordinaria?®
dy _ B(z,y)
- = 9.77
dr = Alr.y) 10

che, per l'arbitrarietd di A e B, ¢ “la piu difficile” equazione differenziale
del primo ordine.

9.11.2 Esercizio

Dimostriamo quanto ora affermato. Sia ¢(x,y) = ¢ l'integrale generale
di 9.77, allora

u=Fl¢(z,u)] (9.78)

28Con A e B #0 € C’ in un aperto connesso di IR2.
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¢ integrale di 9.77 per ogni arbitraria funzione derivabile F'(¢). Infatti%?

A@u Bau dr [A&;ﬁ 6(]5} Y

o o @ L gZ¥
3a:+ dy do +

ox oy

Vale il viceversa: se u = ¥(x,y) & integrale di 9.76, allora & del tipo
9.78, ovvero esiste una F(¢) tale che — almeno localmente — risulti

P(z,y) = Flo(z,y)] -

Infatti per ipotesi
oy oY _
Age +B oy =0

9¢ 9¢ _
AZe 4+ BY =0

e, poiché A e B sono diversi da zero, ovviamente

O, 9) _ g% %%fj o
Awy) |55 5,

Quindi 9 e ¢ sono dipendenti funzionalmente. Ne consegue che 9.78 &
I'integrale generale dell’equazione alle derivate parziali 9.76 e dipende da
una funzione arbitraria anziché da una costante arbitraria come nel caso
ordinario.

9.12 Alcuni casi significativi

9.12.1 Separazione delle variabili

D’ora in poi supporremo 0H /0t = 0, quindi H = H(q1, ..., N, P1, - PN).-
In questo caso possiamo “isolare” la variabile ¢ e assumere per 'incognita
funzione S(q, , t), nell’equazione 9.75 di Hamilton-Jacobi,

S=—-ait+W(q,....qn, 1, ..., AN) . (9.79)
29Risulta evidentemente 06 06
adw + 8—ydy =0;
ricavando dy da 9.77 5
dy = de

e sostituendo nella precedente, segue

(2 4 50Y0, o,
or  Ady

etc.
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In tal caso I'equazione di Hamilton-Jacobi e

8W ow
P an) = (9.80)

e quindi il problema é la ricerca di un integrale completo W di 9.80, cioé
un integrale W (g, «) tale che

H(Qla' »4dNs 7

2w
OqnOay,

Trovato W, la soluzione del sistema canonico di hamiltoniano H & fornita
da30

ow

Ph = Bqn

Br=t- 3% (9.81)
p)

ﬁj = 3(1;‘;7

con j=2,...,N.

Per risolvere 'equazione 9.80 si puo procedere mediante la separazio-
ne delle variabili: supponiamo che nella funzione H qualche coordinata
— sia qui gy e la corrispondente OW / dqny — compaia nella forma

ow
7/1<QN7 aq]\[) )

quindi 'equazione 9.80 sia del tipo

H{qj, ',@b(qngzv)} =, conj=1,..,N—1. (9.82)

In questo caso cercheremo una solzuione
W=W+ WN(QN) . (983)

L’equazione 9.80 si separa3! in

1/1((]N» %VqV]\]]V) = an

H(qj, %JN) =ap,

30Vedi 9.73.

31« Supponiamo di aver trovato la soluzione 9.83. Sostituita allora nell’equazione
9.82, quest’ultima deve trasformarsi in un’identita verificata, in particolare, per qual-
stast valore di qn. Ma al variare di qn puo combiare solo la funzione . Quindi,
affinché la 9.82 sia un’identita, occorre che la funzione v sia una costante >.

L.D. Landau (Meccanica)
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dove la prima equazione fornisce OWy / dqn e — per quadratura di Wy
— la seconda equazione riguarda solo W'(g;, ;) ed ¢ piu semplice. Se
questo procedimento ¢ ripetibile per altre variabili (possibilmente tutte!),
esso facilita (o completa) l'integrazione dell’equazione di Hamilton-Jacobi
e quindi del sistema canonico di partenza.

9.12.2 Caso di varie coordinate cicliche

Siano cicliche (¢m+1, .., ¢n), che indicheremo con ¢;, mentre (g1, ..., ¢m),
che indicheremo con ¢;,, non lo siano. In tal caso si puo dare alla funzione
incognita S la forma

N

S=—-ait+ quaj+W(q1,...,qm,a1,...,aN). (9.84)
m+1

Poiché H non contiente le g;, I'equazione di Hamilton-Jacobi si scrive

ow W ) =0, (9.85)

H yenes Qrmy oy ey o (U sy O
(fh qm o am m+1 N

Una volta trovato l'integrale completo W, la soluzione del sistema canonico
532
e

_ 95 _ aw _

Ph = e = Gar conh=1,...m
as :

Dj=5q, = conj=m+1,..N
By= 25 — W

1 day day (9.86)

as oW

’Bh:_aTh:_aTh con h = yeeey M

_ _ 95 _ ow -
ﬁj——aaj——qj—a—% conj=m+1,..,.N.

9.12.3 Caso ovvio

Supponiamo che tutte le variabili siano cicliche tranne una, ¢;. In tal

caso si ha
N

S =—at+ Z gjo; +Wiq, o) (9.87)
2

32Vedi 9.81.
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e 'equazione di Hamilton-Jacobi e

ow
H(qlv 87,0‘% "'aaN> =aQq,
q1

da cui si ricava 8W/8q1 e quindi

Cosi il problema & completamente risolto e la soluzione del sistema &

_ oW
P11 = dq1
pj=ay
ﬁ _ 4 _ oW
1= 8011
_ . oW
ﬁj = —qj do;

(9.88)

(9.89)

33

(9.90)

9.12.4 Esempio: soluzione hamiltoniana del problema

dei due corpi

Nel problema dei due corpi il lagrangiano e

1 :
L= im*(f“2 +720%) + U(r) -

si ha allora

*a—L*m*f *a—L*m*TQH'
Dr = or ) Po = o0 = .
Ricordando che H =T — U , risulta
2 2
S - U(r)

2m* 2mr?
con 6 ciclica. Posta la funzione generatrice
0=—ait+ asf + W(r, a1, as),

dall’equazione di Hamilton-Jacobi si ottiene

2 2
; <8W> T gt V() = o,

2m* \ Or 2m*r2

33Vedi 9.87.
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da cui si ricava

ow 2

o %ﬂm_

Q3 U
2m*r2 (T)

e quindi

2
W = / \/2m*a1 — 04722 +2m*U(r)dr.
T

Ne segue l'integrale generale del sistema Hamiltoniano (lo si svolga per
esercizio):

o2
pr = 2m*ay — 722 +2m*U(r)
bo = @2
m*dr
pr = t—/ =
\/Zm*ozl — =2+ 2m*U(r)
P = -0+

9.12.5 Esempio di separazione totale

Nel solito sistema canonico sia 8H/8t =0 e sia H del tipo

H%M=Fh@mﬂh@w%wﬁMmm%, (9.91)

essendo
F= F(ylayzw“vyN)

con f;(qi,p;) funzioni effettive delle p; e i =1,..., N.
Posto

I’equazione di Hamilton-Jacobi e

oV
H i ] — Aa
(q (9%')
Oovvero
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Posto
2%
fi<Qi»pi:> =, coni=1,...,.N
9q;
e, date le funzioni inverse
ov
pi = 9 Fi(qi, aq),

segue
N

V= Z/Fi(qi, ai)dqi . (994)

1

Quindi la 9.93 fornisce
A= F(ala A2, ...y CYN)

e la 9.92 diviene

N

S=—F(ai,...,an)t + Z/Fi(Qiaai)in~ (9.95)
1

Ne risulta

pi = 3;2, = Fi(gi, i)
(9.96)

S _0S _ 9F 4 _ [ OF ..
ﬂl - oy aa,;t Oa; dqz '

Non sarebbe difficile dimostare che 9.94 ¢ un sistema completo dell’equa-
zione di Hamilton-Jacobi, quindi fornisce la soluzione voluta.

In genere non si presentano esempi cosi “facili”, ma il procedimento
puo essere applicato ad alcune variabili coniugate g¢;,p; semplificando il
problema. Nei testi specifici si trovano varie tecniche di separazione; ad
esempio, se le variabili coniugate possono essere “inscatolate” con una
struttura* di H come segue

F = fn{..., fs{folf1(q1,p1), @2, p2]43, P8}, s @ DN }

340 dalla sua parte residua da altri procedimenti.

221



Meccanica Hamiltoniana

basta porre
ov
filar, 557) =

folarga, §5) = as

fi(aiflyqi; %) = Q;

oV \ _
fnlan-1,an, 555) = an
e, ricavando da queste

ov
0q; B

Li(gi, i1, a4), (i=1,..,N)

si ha
N
S =—-ant+ Z/Fi(qi,ai—l,ai)d(h.
1

Da questa, essendo .S un integrale completo, si ha la soluzione.

Esercizio 1

Trovare con il metodo di Hamilton-Jacobi il moto del sistema proposto
alla fine del Paragrafo 5.6.2.

Esercizio 2

Trovare con il metodo di Hamilton-Jacobi il moto del sistema proposto
nell’Esempio 4.6.3.
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Capitolo 10

Maree

Argomento monografico dei corsi 2006 e 2009'.

10.1 Basi dinamiche

Consideriamo? due corpi celesti isolati T e S, sferici ed omogenei®.

Penseremo che T sia la Terra, di centro 2, massa Mgy e raggio Rgy. Il
corpo S (Sole o Luna) puo essere pensato — agli effetti gravitazionali &
del tutto equivalente — come un punto S in cui sia concentrata l'intera
massa M.
Posto r = S, sia

Rg <, (10.1)

il che risulterebbe accettabile anche se r fosse la distanza Terra-Luna.
Trascuriamo per ora ogni rotazione di T rispetto ad un eventuale ri-

ferimento inerziale. Il sistema di riferimento (2, z,y, z) sia tale da avere

I’asse x rivolto verso S e ’asse z sia di direzione invariabile rispetto ad un

riferimento inerziale®*.

Il punto P rappresenti una massa unitaria sulla superficie di T', per esem-

pio si consideri una massa unitaria d’acqua sulla superficie oceanica.

n altri corsi, differenti argomenti sono stati trattati. Per esempio: “Corpo ri-
gido”, “Stabilita dell’equilibrio e dei moti di sistemi olonomi”, “Relativita ristretta”,
“Equazioni alle derivate parziali della fisica matematica”.

2In questo capitolo tratteremo il problema delle maree da un punto di vista
elementare.

30, pitt in generale, con distribuzione di massa a simmetria sferica.

4Si pensi all’asse z come all’asse ortogonale al piano dell’orbita.
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11 riferimento (Q,z,y, 2) [(Q, 01,02,C3)] sia un riferimento non inerziale,
su P agiranno pertanto 3 forze:

F;: la forza gravitazionale esercitata da Mgy;

F5: la risultante delle forze apparenti che — poiché trascurabile la forza
centrifuga® — si riducono alla sola forza di trascinamento

—ar = —ag;

F3: la forza gravitazionale dovuta alla massa M (del Sole o della Luna)
posta in S.

Assunto quindi QP = d, segue che:

~vM
F, = —76%1, (10.2)
M
Fz = —aqn = —%Cl, (103)
M
Fy—-1-—-S5p O (10.4)
P

Questa trattazione elementare si basa su una semplice approssimazione di
F5. Si osservi infatti che

SP =50+ QP = —rcy +xcq1 + ycs + zc3,

5Infatti la velocitd angolare & “piccola”. Anche la forza di Coriolis risultera
trascurabile poiché ci limiteremo qui a considerare il punto P di fatto in equilibrio.
6,
p=|SP|.
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10.1. Basi dinamiche

quindi
p2 =8P x SP =12 —2rz 4+ x® + y> + 2°

e, ricordando che
d = QP = zcy + ycg + zc3,

la 10.4 diviene
—~yM
(\/7‘2 —2rz +x2 + 9% + z2)

F3 = 3 (—T‘Cl + d) . (105)

La funzione che occorre approssimare ¢ allora

bay.2) = = = :
o P (V/r2 —2rz + 2?2 +y2+22)3

In questo senso si consideri lo sviluppo di % in serie di Mc Laurin troncata
al 2° termine, ovvero [(0) = (0,0,0)]:

o o oY
= - — 10.
Vw2 = v + 5| w4 gl v gl s e (09
dove si verifica subito che
1 o 3r 3 oY o
¥(0) r3’ oz |, r> rt’ dyl, 0z, (107)
Risulta quindi
1 r+ 3z
¢ - E - T4
e la 10.5 diviene 43
r
F3 = "}/M T4 (TCl d)
In definitiva,
M M M
Fs= e — d+ L3wcy — —3 d, (10.8)
r r r

espressione in cui verra trascurato I'ultimo addendo, coerentemente alla
condizione 10.1 zd < RZ..
Ne consegue allora che la forza complessiva agente sulla massa unitaria P
e

F=F, +F,+F;= Vdg d+—[3zc1—d]
e quindi

~yM yM

F=—d+ [3zcy —d] . (10.9)
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10.2 Forze di marea

Prima di proseguire ’analisi sulle conseguenze generali dell’equazio-
ne 10.9, & bene osservare che la forza complessiva F agente sulla massa
unitaria P ¢ composta dall’attrazione gravitazionale della Terra e dalla
forza

M
Fim) — 'VTB [3zc; —d], (10.10)

detta forza di marea.

Riferendoci alla figura del paragrafo precedente, consideriamo per maggio-
re chiarezza la sezione della Terra lungo il piano (Q, z, z) e, in particolare,
consideriamo i punti P’'(d,0) e P"”(—d,0).

P' (d,0) P" (-d,0)

°
S (M)

Ricordando che c; ¢ il versore di x, da 10.10 seguono

m 2vMd
ng,)zirg c1 (10.11)
¢ 2y Md
m v
FO — — e (10.12)

La forza di marea ¢ allora rivolta verso S (il Sole o la Luna) in P’, mentre
¢ rivolta nel verso opposto in P, con massimi agli antipodi rispetto alla
congiungente S).

Sebbene con un procedimento alquanto diverso, questa fu essenzial-
mente la spiegazione che Newton diede dei fenomeni mareali e giustifico
pienamente il fatto che il periodo delle maree sia di approssimativamente”
12 ore.

Newton spiego il fenomeno delle maree in base alla sua teoria dinami-
ca, oltre che gravitazionale. Il risultato fu di enorme importanza e consenti

7«Approssimativamente” perché il moto della Luna ne varia il periodo di circa 50
minuti.
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10.2. Forze di marea

a Newton di affermare che la sua teoria “era in grado di spiegare e preve-
dere il moto delle terre e delle acque” il che, per allora, era di fatto... una
teoria del TUTTO!

10.2.1 Nota storica: Galileo e le maree

Galileo penso di giustificare il fenomeno delle maree solo con la rota-
zione della Terra e con I'inerzia®, ma non aveva gli “strumenti” di Newton.
Keplero ritenne “centrale” il problema delle maree, ne intui lo stretto le-
game con 'azione ed il moto della Luna, ma non ottenne risultati. Galileo
ebbe infatti a dire di lui: “Keplero fu, piu di ogni altro uwomo, geniale e
indipendente... poi presto troppa attenzione all’azione della Luna sulle ac-
que, a cose misteriose e ad altre fanciullaggini del genere...”.

Il “razionalissimo” Galileo aveva ragione nel criticare alcune argomenta-
zioni “misteriose” di Keplero, aveva pero torto sulla questione delle maree.

Esercizi

1. Applicare le formule 10.10 e 10.11 per confrontare la forza di marea
dovuta all’attrazione lunare con quella dovuta all’azione del Sole. Si
trovera che ) )

m m
" =22 FO .

2. 11 periodo delle maree dovuto all’azione del Sole ¢, quasi, di 12 ore.
Quello delle maree dovute alla Luna e diverso: ¢’¢ un ritardo giorna-

8Idea che gli venne dall’osservazione del moto dell’acqua (che a Venezia veniva
spostata da grandi barche) sottoposta ad un’accelerazione (ad opera dei colpi dei remi).

227



Maree

liero del massimo (o del minimo) di marea pari a 52 minuti. Spiegare
il perché.

3. In passato la Luna era piu vicina alla Terra. Se fosse stata ad una
distanza pari alla meta di quella media attuale, calcolare il rapporto
(m) / p(m)
Fp /FO .

10.3 Quota di marea

Alla fine del Paragrafo 10.1 si era arrivati alla relazione (10.9) che
consentiva il calcolo della forza agente sulla massa unitaria d’acqua posta
sulla superficie dell’oceano. Non e difficile verificare che tale forza ammette
potenziale®

¢=% W{3x2—d2]
d 3 |2 2

Se la massa unitaria in P ¢ in equilibrio sulla superficie oceanica all’istante
considerato, allora deve risultare

¢ = cost.

E’ naturale assumere tale costante uguale al valore di ¢ in assenza di
perturbazioni mareali. Indicando quindi con Rgy il raggio medio terrestre,

si ottiene
_ Mg | M sz_ dT _ Mg

=g e 2]~ Rg

e da questa si ricava subito

M Rg [3 d?
d—Rgy = — —2d|-a? — —
S~ Mg [2‘” 2 } ’
ovVvero R e
M Rg d® |3z
d—Rgy = — 25 |22 _ |
7 Mg 2 [ 2 ]
Come sperimentalmente noto, d — Rgy (detta quota di marea) & piccola ed
¢ percio lecito assumere

3 ~ D3
d’ = Rg.
Ne deriva .
1 M BRg[3a?

9Si verifichi che V¢ = F, con d2 = z2 + y2 + 22.
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10.3. Quota di marea

che esprime la quota di marea nel punto P all’istante considerato.
Introducendo coordinate polari sferiche associate a (Q, x,y, z), si ha che

P(dsin 6 cos ¢, dsinsin ¢, d cos 6)

e quindi, da 10.13, segue

1 M Rg
A6, ¢) = iM—eBr—gB(S sin® 6 cos® ¢ — 1), (10.14)

che esprime la quota di marea in funzione di 6 e ¢. Attenzione pero: le due
variabili angolari non rappresentano qui la colatitudine e la longitudine,
infatti z non ¢ I'asse di rotazione terrestre, ¢ I’asse perpendicolare al piano
dell’orbita.

Si ha dunque che per un dato 6, il massimo di marea si ha quando ¢ = 0
(0 ¢ = ) e il minimo quando ¢ = Z (0 ¢ = 27), quindi il dislivello di
marea (cio¢ la differenza tra la quota massima e minima) ¢

4
1MR€B

A = _——— 2 3sin?4. 10.1
Romaz 2 Mg 3sin” 0 (10.15)

Giusto per verificare se la matematica e le approssimazioni corrispon-

dono alle osservazioni, imponiamo § = /2 nella 10.15 e analizziamo i
seguenti casi:

a. siano M = My, = & Mgy, r = 385.000 km e Rgy = 6370 km.
Si trovera cosi

AR~ 550

max

b. siano M = Mg = 2 x 10*%kg, Mgy = 6 x 10**kg e 7 = 1.5 x 10%km.
Si trovera cosi

ARQO) =~ 950 .

max

Quindi, quando Sole e Luna si ritroveranno allineati con la Terra, si ot-
terra Ahy,q, = 80 cm, il che approssima bene ’andamento delle maree in
pieno oceano nelle zone tropicali.

Dislivelli maggiori e minori sono dovuti a cause di tipo idrodinamico, men-
tre dislivelli eccezionali dell’ordine 15 — 20m sono dovuti a fenomeni di

risonanzal®.

Si ricorda infine che, per semplicita, non si é finora considerata la rota-
zione terrestre. Questa, come si vedra nel prossimo paragrafo, fa avanzare
il ventre di marea oltre la linea {25, con un angolo di avanzamento di circa
10°.

108i veda “Gravitd e spazio-tempo” di J. Wheeler, Zanichelli (1997).
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Esercizio

Calcolare Ahy, vicino ai poli (0 = 0, ).

[Ah = —20 cm.]

10.4 Avanzamento del ventre di marea

Nell’analisi appena conclusa non ¢ stata considerata la rotazione terre-
stre che, come accennato, determina un avanzamento del ventre di marea
di un angolo ¢y = 10°: 'andamento e schematizzato in figura, proveremo
ora a calcolarlo.

Figura 10.1: Lo schema rappresenta una sezione sul piano (Q,x,y).

Si pensi alla Terra C' come all'unione di due porzioni distinte: con S
indicheremo la sfera di raggio medio Rg, mentre con C* indicheremo la
deformazione di marea.

1l riferimento (2, z, y, z) ha origine nel baricentro €2 di C' coincidente con il
centro di S, sfera che penseremo omogenea. L’asse z sia ’asse di rotazione
terrestre e cq, ca, cg siano i versori principali.

L’idea & quella di calcolare ¢q sfruttando le formule del Paragrafo 10.2 e,
per semplicita, supporremo che il sistema sia isolato, che z sia normale al
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10.4. Avanzamento del ventre di marea

piano dell’orbita della Luna e che Mg > M. 1!
L’equazione del momento della quantita di moto e

——— = Mgq, 10.16

0 _ My (10.16)
in cui Mg si riduce al momento delle forze di marea. Infatti, se udC' & la
massa di un elemento posto in P € ', per quanto gia chiarito si ha

Mgpparenti ~ /C pQP(~a,) dC.

Ma a, 2 aq, percio, dato che € ¢ il baricentro di C,

Mgpparenti o a0 A / pQPdC =0.
C

Ne viene JK
=L _ Mg (10.17)
dt
e, proiettando sull’asse z,
Igig =M™ x cs. (10.18)

Come visto in 10.10 — dato QP = zcy + yca + zc3 — la forza di marea
agente sull’elemento pdC' in P ¢

M
F 4o = 12k [3$cl - QP} ac';
r
ne viene
m) _ YML
Mg’ = uQP A |3zcy — QP| dC (10.19)
T3 C
M
= XL / UQP A 3xey dC
rs C
e quindi, da 10.18, si ha
3vM
Tpug = — - / pzy dC'. (10.20)
c

Consideriamo l'integrale a secondo membro:

/ua:ydCz/uxydC—i—/ pxy dC'
C S Cx

1 Sono tutte semplificazioni ardite: 1’angolo tra I’asse terrestre e la normale all’orbita
varia tra 17° e 29°; inoltre il sistema non ¢ isolato, ecc... ma proviamo ugualmente a
vedere come andra a finire!
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& evidente che [¢xydC =0 (per simmetria'?) e quindi 10.20 diventa

3vM

Igwg = — i 3 L / pry dC (10.21)
r C'*

dove C* rappresenta la deformazione mareale'3

Come nel paragrafo 10.2, passando a coordinate polari troviamo

0<o6<nm
0< P27
Ry <p< Rg+ Ah .

Dall’equazione 10.21 limitiamoci a considerare I'integrale a secondo mem-
bro: in coordinate polari risultat4

T 2 Rg+Ah
/ ,uxydC':,u/ sin30d9/ sin ¢ cos ¢ do pldp.
* 0 0 Rg
Infine — poiché Ah & “piccolo” — & lecito assumere p* = Ré: Iintegrale
diviene pertanto
™ 2m
/ pry dC = u/ sin? 9d9/ sin ¢ cos ¢ - RéAh do . (10.22)
* 0 0

Si ricordi che Ah ¢ fornita da 10.13 senza tener conto!® dell’avanzamento
¢o e deve quindi riscriversi cosi:
1 My, R,
Ah = B M—;— [3sm 6 cos® (¢ — o) — 1} .

Questa, inserita nell’integrale 10.22, fornisce'®

M R 2
/ pxy dC = § L / sin® 6 df / sin? ¢ cos? ¢ sin 2 do .
* 0 0

2 M@Tg
L’equazione 10.21 risulta quindi
. 2 .
I@W@ = 5 M@Ré&}@ (1023)
_ 9’YML 2
= 2M 7’3R@ u/ sin 9d9/ sin? ¢ cos? ¢ sin 2¢ df
9

= —ZquLRS

27 M @16 4sm2¢>0.

12’ tra l’altro, il momento di deviazione d’inerzia di una sfera omogenea.

13Che penseremo ridotta alla sola massa oceanica (u 22 1000 kg/m3).

1 Con x = psinfcosf,y = psinfsin ¢ e |j| = p?sind ecc.

15La 10.13, in questo caso, & riferita agli assi (Q,2',v’, 2).

16Inserendo cos? (¢ — ¢g) = cos? ¢pcos? o + sin? ¢sin? ¢g + cos ¢ sin ¢ sin 2¢g, solo
I'ultimo addendo da un contributo non nullo.

232
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Posto I = 2MzR2 e w = —6 x 10722 rad/s” (vedi il Paragrafo 10.6, dove
si analizza il rallentamento della rotazione terrestre), da 10.23 segue

sin 2¢9 = 0.32

e cioé

o =9°3, (10.24)

coerente con le osservazioni.

10.5 Effetti mareali: sistema primario-satellite

Si considerino due corpi celesti sferici, isolati e con distribuzione sferica

di massa. Siano rispettivamente di massa M e m, centro in S e in P, e sia
valida la condizione

M>m. (10.25)

Definiamo primario il corpo di massa M, mentre quello di massa m verra
detto secondario, o satellite.

Quanto visto a proposito del problema dei due corpi ci assicura che,

rispetto ad una terna con origine in S, e assi invariabili rispetto alle galas-
sie, il moto di P € una conica.
Assumeremo la terna (S, x,y, z) in modo che (S, z, y) sia il piano dell’orbi-
ta, supporremo inoltre tale orbita circolare e di raggio r. I due corpi M e
m abbiano velocita angolari & e &' che — per ora — supporremo parallele
ed equiverse all’asse z.
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I due corpi celesti non sono rigidi e, pur mantenendo 'ipotesi della sfe-
ricita nelle successive approssimazioni, li penseremo soggetti a vicendevoli
forze di marea nonché, quindi, a deformazioni mareali che determinano
una perdita di energia meccanica del sistema a causa degli enormi attriti,
energia dispersa nello spazio sotto forma di calore. Si produce cosi una
ridistribuzione del momento angolare tra i due corpi.

Dette (r,8) le coordinate polari di P, 6 rappresenta la velocita angolare

di rivoluzione di P (cio¢ del satellite) intorno ad S. Vogliamo dimostrare

che — in un tempo sufficientemente lungo — gli effetti mareali porteranno
a

w=uw=4. (10.26)

In altre parole cio che si vuole dimostrare ¢ che dopo un tempo oppor-
tuno i due corpi (primario e satellite) mostreranno I'un I'altro sempre la
stessa “faccia” e, a quel punto, cessera ovviamente ogni effetto mareale. 1l
fenomeno comporta una variazione di r — con 7 piccolo a sufficienza —
tale da consentirci di considerare 1'orbita, istante per istante, praticamente
circolare.

Si ricordi infine che I'ipotesi 10.25 ci permettera di trattare la terna (S, z, y, z)
come inerziale.

Dimostrazione
L’energia del sistema &€ E =T — U e, con ovvio significato dei simboli,

mM
E=WW+TWL4if.

Indicati con I e I’ i momenti di inerzia dei due corpi rispetto all’asse di
rotazione, si ha
!
I 1,

I
T = §w2’ Tm = Ewﬁ +5mu,

dove T(™) ¢ stato ottenuto applicando il il teorema di Konig; ne segue
quindi
I, I ,, 1 mM
E= v + Zw + oMp =Y — - (10.27)

Ricordando che per 'orbita circolare

(0%
mvf,:—
r

, (10.28)
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con
a=ymM , (10.29)
da 10.27 segue
1 17 e’
E=Zw+—uw?— —. 10.30
2 T Y Ty (10.30)

Tuttavia, per quanto gia accennato, F non e costante. E’ invece costante il

momento della quantita di moto: infatti il sistema ¢ isolato ed il riferimento
N . .. . . . (e) o

puo considerarsi inerziale, quindi Mg’ = 0. Ne consegue

ks = ks ™ + k™ = cost.
E’ evidente che

k.M = 15 e k(™ :kp(m)—l—SP/\mvp:I'u;’—l-SP/\mvp,

quindi risulta .
ke =Id+I'w' + SP Amvp. (10.31)

Nel moto circolare!” )
vp =16 (10.32)

e quindi, per proiezione sull’asse z, si ha

k=Iw+T'w +mr?0 =cost.  (>0) (10.33)

0, in altri termini, )
mr?) =k —Iw—T'W . (10.34)
Da questa segue evidentemente

ma2 7’710&2

= 10.35
(mr20)2 (k- Iw—T'W')? ( )
e, di conseguenza,
ma? o oma? o a2 (10.36)
(k—Iw—TW)?  (mr26)2  mr2(rf)2  mrivl’ '
Sostituendo nell’ultimo termine mv} = a/r (vedi 10.28) risulta
ma? o
(k — Tw — I'w")? T (10.37)

179 si ipotizza positivo.
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Da quest’ultima segue

—Jw—Tu 2
r:% (10.38)

e, sostituendo tale valore di r nella 10.34, viene

2
: mao

Ricordando Despressione 10.30 dell’energia, e sostituendo il valore «/r
fornito da 10.37, risulta in definitiva
I r ma?

E == 2 T2 .
2 Y T Tw—Twy

(10.40)

Si & cosl espressa ’energia in funzione delle sole w e w’, il che consente un
facile studio dei punti di stazionarieta e di minimo dell’energia. Se pero
non si fosse eliminata la variabile r, tale studio sarebbe risultato effettiva-
mente complicato!®.

Le condizioni di stazionarieta dell’energia F si ottengono subito dal
sistema

oE __ ma’l _
w Tw— (k—Iw—TI'w’)3 — 0 (10 41)
oE __ Iy — ma?I’ =0 :
Ow’ (k—Iw—TI'w’)3
che fornisce!?
2
w=w=—T"% (10.42)

(k—Iw—T'w")3
In conclusione, ’energia ¢ stazionaria quando le velocita angolari dei due
corpi sono uguali tra di loro e alla velocita angolare di rivoluzione. Cio
significa che primario e satellite si mostreranno vicendevolmente sempre la
stessa faccia e, a questo punto, finira ogni effetto mareale.

[c.v.d.]
Ora si tratta di verificare:
a. se e sotto quali condizioni esistano “punti” di stazionarieta per F;
b. se e sotto quali condizioni esistano “punti” di minimo dell’energia FE;

c. quale sia ’evoluzione del sistema a causa degli effetti mareali.

18Come infatti affermano Barbieri — in Lezioni di Astronomia (ed. Zanichelli), pag.
375 — e Graffi — in Meccanica razionale (ed Patron) — ed altri che affrontano lo stesso
problema (senza risolverlo esplicitamente).

19Vedi 10.39.
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10.5.1 Stazionarieta e minimo dell’energia

Dalla 10.42 risulta evidente che sussiste la stazionarieta dell’energia se
e solo se ’equazione

3

{k —(I+ I’)w] w—ma? =0 (10.43)
ha soluzioni positive e se, detta w una tale soluzione, F(w,w’) & stazionaria
in (w,w).
Posto

I=I1+17T,
la 10.43 diviene
(k —Zw)3w —ma® =0, (10.44)

in cui k > Zw perché si & supposto § > 0 (vedi 10.33 e 10.39).
Un semplice studio della funzione f(w) a primo membro della 10.44 mostra
che esistono due radici positive se

4,
k> §v3ma 7. (10.45)
Infatti derivando f(w) si ha
F'(w) = 3(k = Zw)*(k — 4Zw),

da cui segue che f(w) ha un massimo in w = k/4Z e che, per 10.45, tale
massimo e positivo. Tenendo poi conto che

f(0) = —ma? <0,

si giunge a due radici positive dell’equazione 10.44, risultato che risponde
quindi al quesito (a.) rimasto aperto dal paragrafo precedente.

-ma?

Il quesito (b.) comporta ora lo studio dei minimi della funzione F(w,w’)
(vedi 10.40), ma non sarebbe difficile provare che
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1. la piu piccola delle radici di 10.43 corrisponde ad un minimo: in-
dichiamola con w,,. Cid significa che E(wpm,wm) € minima [vedi
paragrafo 10.5.2].

2. l'altra radice positiva non corrisponde né ad un massimo, né a un
minimo dell’energia. Cio avviene anche nel caso di radici coincidenti.

Infine, al quesito (c.) si rispondera trattando il caso concreto dell’evoluzio-
ne del sistema Terra-Luna, vincolato pero nelle ipotesi delineate all’inizio.

10.5.2 Esistenza di un minimo per ’energia

Come si e dimostrato, I’equazione 10.44 fornisce soluzioni

O<w < < wg

A(T+17)

che definiscono due punti di stazionarietd per 'energia £ — (wi,w1) €
(wa, ws) — purché valga

k> %{‘/37710[2([ +71). (10.46)

Calcolando le derivate seconde di F(w,w’), vedi 10.41, si ottiene che 'Hes-
siano in un punto (w,w) &

3ma?(I +1')

H =Ir'(1- —F—F

=11 (1= G2 )

dove tale Hessiano ¢ positivo se e solo se

k— I+ Iw> /3ma?(I+1). (10.47)

Se la precedente ¢ verificata per una soluzione w dell’equazione 10.44,
certamente (w,w) & un minimo per 'energia F, infatti

0’°E 3ma?l
EX] _I(l_ (k—(I+I’)w)4> >0

se vale 10.47, a maggior ragione dato che I’ > 0. Sara quindi sufficiente
verificare che la radice minore w; di 10.44 soddisfa 10.47 per concludere
che (w1,w1) € punto di minimo per E. Per verificarlo si ricordi

k k
wp < 1 ovvero (I—I—I')w1<1,

I+1)’
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10.5. Effetti mareali: sistema primario-satellite

quindi, in virtu di 10.46,

k3
k—(I+1"w >k— 1= Zk > /3ma2(I +1').
20

Si conclude che 10.47 & vera per w = wi, dove w; ¢ la radice minore=".

10.5.3 Una seconda schematizzazione

Abbiamo sviluppato un primo schema in cui il primario ed il satellite
hanno velocita angolari normali al piano dell’orbita. Sempre attenendoci
all’orbita circolare?!, consideriamo ora il caso in cui gli assi di rotazione
siano inclinati sul piano dell’orbita.

Sia

K = mr?0n + Iwk + I'w'K’
il momento della quantita di moto che, pur rimanendo costante, non & piu
ortogonale al piano dell’orbita II.

Essendo n il versore normale a IT (come rappresentato in figura), var-
ranno le seguenti
nvers(K) = cos 8
k- vers(K) = cosd
k' - vers(K) = cos ¢’

in cui penseremo 3,4,6" < 7. Vogliamo provare che, per effetti mareali,
I’energia meccanica arrivera ad un minimo caratterizzato da

w=w =190 e B=6=0¢§=0.

20Indicata con wy, nel paragrafo seguente.
217] caso dell’orbita ellittica & molto pili complicato.
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In una condizione di minimo energetico:

1. le velocita angolari sono uguali in modulo sia tra loro che con la
velocita di rivoluzione;

2. le velocita angolari sono parallele tra loro e con la normale al piano
dell’orbita;

3. la normale al piano dell’orbita ¢ la direzione del momento K.

Ci limiteremo qui a dimostrare che cio vale in un punto di stazionarieta
per Penergia. Il modulo di K &22

K =K'cosf3+ Iwcosd + I'w cosd’, (10.48)
che e costante. L’espressione dell’energia — come noto — &
Ilma? I , "
Ty Ee TRt

dove, in questo caso,

K —1Iwcosé +I'w cos ¢’

K/
cos 3

)

come segue da 10.48. Quindi E pud scriversi in funzione di w,w’, 3, 4,4’
nel modo seguente:

ma? cos? I I
b= 2(K — Iwcosd + I’ﬂw’ cos d)? + §w2 + Ewa : (10.49)
Dunque, in un punto di stazionarieta, si ha:

OE _ ma?(cos 3)%1 cos § S Iw—0

Ow (K — Iwcosd + I'w' cos d')3 ’

oF ma?(cos )21 cos &’ Y =0

O’ (K — Iwcosd + I'w cos )3 ’

23 ma? cos 3 )

B N (K — Iwcosd + I'w' cos §)? sinf3 =0,

OF ma?(cos )% Iw )

a5 (K — Iwcosd + I'w' cos d')3 siné =0,

OF ma?(cos 3)21'w'’ o,

oy (K — Iwcosd + I'w cos §')3 sind’ = 0.

Dalle ultime tre equazioni segue 8 = § = ¢ = 0: con tali valori si ha
w = w’ e quindi, come prima, si ottiene

w=uw' =10 c.v.d.

22K’ = mr20.
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10.6. Evoluzione del sistema Terra-Luna

10.6 Evoluzione del sistema Terra-Luna

Analizziamo brevemente le condizioni del sistema Terra-Luna: si trat-
ta di un sistema non isolato in cui 'orbita lunare ¢ ellittica (e quindi non
circolare!) e che non giace sul piano equatoriale. Inoltre i vettori & = wigy
e &' = w}, non sono paralleli.

Nessuna delle ipotesi fatte nel paragrafo 10.4 & quindi soddisfatta per tale
sistema, eppure un insieme di condizioni astronomiche — in parte com-
pensative, ma si rinvia a testi specifici per ulteriori approfondimenti —
rendono non implausibile lo schema che abbiamo usato.

Ne deriva che, oltre al fatto che la Luna mostri gia la stessa faccia alla
Terra, si verifichera anche un rallentamento della rotazione terrestre fino
al realizzarsi della condizione 10.42, ovvero

wg =wr =10, z

che corrisponde ad un minimo energetico del sistema, con conseguente
cessazione degli effetti di marea. Le maree terrestri si ridurrebbero allora
a quelle determinate dal Sole.

Si tratta allora di determinare le soluzioni dell’equazione 10.44, cioé

(k —Zw)3w = ma?, (10.50)

in cui m = M@/Sl ¢ la massa della Luna, o = ymMgy e, utilizzando le
unitad MKS, Z ~ Iy = 0.8 x 10%.

Nello specifico assumeremo Mgy = 5.97 X 104, wg = 7.27 X 1074, Rg =
6.37 x 106, 6 =2.66 e r=3.84 x 108. Con tali valori, da 10.33 risulta

k =3.46 x 10%* (10.51)

mentre24
ma? = 0.622 x 10%8 .

Da 10.50, con una semplice approssimazione per il valore piti piccolo di
W, Segue:
W =2 1.5 x 107% rad/s (10.52)

che corrisponde al minimo energetico. Il periodo della rotazione
corrispondente sara inoltre

o 2
T = — = 1—7;106 s 2 48 giorni. (10.53)

Wm

23Con 6 si & indicata la velocita angolare di rivoluzione lunare.
24Gi osservi che la 10.45 & vera nel caso Terra-Luna.
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La distanza Terra-Luna al minimo energetico, fornita da 10.38, & invece

k—Twpy)?
rn = FZT9m)” & 560,000 (10.54)
maq
quindi, al minimo energetico, la Luna sarebbe circa 175.000 km pit lonta-

na dalla Terra di quanto non lo sia ora.

E’ invece difficile quantificare il tempo necessario al sistema Terra-Luna
per arrivare a tale minimo energetico. Per averne un’idea si puo procedere
come segue: trascurando nella 10.38 il termine I'w’, che & piccolo rispetto
alw=7Tw,siha

(k — Iw)?
r =
mao
che, per derivazione, fornisce
27 (k — 7.
po  HZk—Tw) . (10.55)
mo

Da misure dirette & noto il valore attuale di &, circa —6 x 10722 rad/s2.
Con tale valore — che, si badi bene, non sara certamente costante — da
10.55 si ottiene

725 cm/anno (10.56)

che, in altre parole, esplicita che il raggio dell’orbita lunare aumenta
(attualmente!) di circa 5 cm all’anno, valore coerente con le osservazioni.
Supponendo costante nel futuro tale valore di 7 (ipotesi certamente non
fondata) possiamo ottenere il tempo in cui il sistema raggiungera il mini-
mo energetico:

s 175.000 km
v T

=~ 3.5 x 10° anni,

ovvero 3.5 miliardi di anni®®.

Per concludere, 'equazione (k — Zw)?w = ma? ammette, come si &

visto, una seconda radice positiva. Con una tecnica diversa da quella
usata per trovare w,, (ma altrettanto rudimentale), si trova

w*23.6 x 107 rad/s,

a cui corrisponde il periodo

2
T*:3—2104%50re!

25Calcoli pill accurati portano ad un tempo molto piit lungo
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10.6. Evoluzione del sistema Terra-Luna

Il raggio dell’orbita lunare sarebbe addirittura stato
r* 22 15.000 km 26 |

ma che 'orbita della Luna sia stata cosi vicina alla Terra appare estrema-
mente improbabile e, comunque, tutto questo rimane avvolto nel mistero
dell’origine del sistema Terra-Luna.

Osservazione

Si puo calcolare 7, usando la formula

ricordando la velocita dell’orbita circolare. Ne viene

o YM
r= :

92

pertanto, al minimo energetico (9 = wp,, vedi 10.42),
5[ Mg
Tm =\ —% -
wm

1. Pensando che la Luna sia stata distante 64.000 km, e ipotizzando
la Terra allo stato attuale?”, quale sarebbe stato il dislivello delle
maree?

Esercizi

[120 m]

2. Osservazioni su fossili di corallo vissuti 400 milioni di anni fa, in
particolare osservazioni sul loro accrescimento (che & solo diurno),
mostrano che la durata del giorno era di circa 20 ore. Questo dato e
coerente con il nostro schema?

[Si, T2 19 h/]

2611 pratica sotto il limite di Roche.
27 .acqua.
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10.7 Limite di Roche

La definizione classica che si trova nei libri di astronomia?® ¢ la seguen-
te: “il limite di Roche ¢ la distanza tra primario e satellite*® tale per cui
la forza di marea esercitata dal primario equagli la forza di gravitd sul-
la superficie del satellite” e quindi, in altri termini, & la distanza oltre la
quale un corpo, posto sulla superficie del satellite, tende a staccarsi dalla
superficie stessa.

Proveremo ora a calcolarlo.

Premessa

Poniamoci sul satellite in un riferimento — come quello usato nel calco-
lo delle maree terrestri — con origine nel baricentro del satellite omogeneo
o a simmetria sferica (al pari del primario) di raggio Rs, massa M e con
l'asse x rivolto verso il baricentro S del primario — di massa M, raggio
R, e con 'asse z rivolto verso le galassie.

S (M,)

Sia M, > Mj e si supponga che il satellite si mantenga sensibilmente

sferico3?.

28 Ad esempio Barbieri, “Lezioni di Astronomia”’, ma questo testo (ed altri) non
affrontano i calcoli.

290vvero la distanza tra i baricentri.

30Pensiamo cioé a quote di marea trascurabili.
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Calcolo approssimato

Trascuriamo per ora la forza centrifuga dovuta alla rivoluzione appa-
rente di S (il riferimento non ¢ inerziale!). Uguagliando la forza di marea
in P’ (0 in P") con quella gravitazionale del satellite su una massa unitaria
in P’, si ottiene

2yMRs,  vM;

= T dover=05]. (10.57)

Se ps e pp sono le densita rispettivamente del satellite e del primario, segue

R, M, 357mRp;

BT e,

da cui
1/3
TRoche = 21/3Rp(pp) (1058)
Ps
e quindi
1/3
T"Roche = 1.26 Rp (pp) y (1059)
Ps
un risultato non coerente con quanto afferma John Gribbin: “Se un

satellite che orbita intorno ad un pianeta®' si avvicina a meno di 2.456 R,
il satellite verra frantumato dalle forze di marea. Questo é il limite di
Roche.”

Secondo i nostri calcoli, a pari condizioni, risulta invece:

TRoche = 1.26 IR,

e questo per il solo “sollevamento” di massa in superficie. Insomma, non
va bene.

Calcolo piu accurato

Per aumentare la precisione del calcolo terremo ora conto della forza
centrifuga. Cio € necessario nel caso di satelliti con orbita molto vicina
al primario e, quindi, con elevata velocita angolare orbitale (la w, del
riferimento).

31Sufficientemente “grosso” e con la stessa densitd. Un satellite, o un pianeta,
di massa M > 102! kg &, in generale, praticamente sferico e I’energia di legame &
essenzialmente dovuta alla gravita.
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Sia &; = w,cg la velocita angolare di rivoluzione: la forza centrifuga in P’
—conm=1—¢e
F = w?Rgcy

ed il limite di Roche sara dunque fornito dall’equazione

Z'YM;DRS 2 vy M

Pensando l'orbita di forma circolare, la velocita e

da cui

Sostituendo in 10.60 segue

29MyRs +yMpyRs, M, 3M, M,
3 = 7 = 3 = s (10.61)

S

Esprimendo la massa mediante p-V = §7rR3p7

1
3
TRoche = 31/3Rp (pp)
Ps

e quindi, per ps = pp,
TRoche = 1.443 Rp . (1062)

Siamo dunque ancora molto lontani da rreche = 2.456 R,,.

Un ultimo tentativo, con forzatura

Finora abbiamo considerato ininfluenti le deformazioni mareali sul sa-
tellite, considerato sempre sferico. Tuttavia le deformazioni mareali pos-
sono essere imponenti e quindi cercheremo di tenerne conto.

Se Ah ¢ la quota di marea in P’, la 10.60 pud essere modificata in

M
(Rs + AR)? "

29 M, M
T2 (R, + Ah) 4+ 152

.+ Ah) =
rd r (R + AR)

(10.63)
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Ne viene
3M,(Rs + Ah) My pPs=pPp 3 3 3.3
— s Ah = )
r3 (Rs + Ah)? - 3Ryl + AB)" = Ror
(10.64)

essendo in P’ (vedi Pequazione 10.1532)

_3Mpi§_3 R}

_§MS T3 =;R (pg:pp)

Ah SR

Da 10.64 risulta

%{Hg(b}f] :RL,,’ (10.65)

equazione in r/R, che dovrebbe fornire r/R,, = 2.456, cosa che invece non
fa perché da 10.65 segue r/R, = 1.808.

Piu in generale, qualora le densita di primario e satellite fossero diverse,
risulterebbe

1/3
PRoche = 1.808 R,,(fj’) . (10.66)

Conclusioni

Possiamo allora riassumere quanto visto finora come segue:

32Equazione dedotta per un fluido. Gli effetti gravitazionali di un ellissoide sarebbero
inoltre diversi. (L’approssimazione rimane accettabile?)
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e siamo partiti da una definizione di limite di Roche (in premessa);

e 'osservazione conferma che un satellite (“abbastanza grosso”), che
si avvicini sufficientemente al primario, viene frammentato dalle forze
di marea;

e abbiamo stabilito un modello, poi raffinato nei vari paragrafi;
e abbiamo fatto i calcoli arrivando al risultato 10.62 e poi 10.66.

Tuttavia Gribbin e Barbieri®® dicono — e ci fidiamo di loro — che

1/3
P Roche = 2.456 R, (pp) ,

Ps

da cui si deduce che qualcosa non va: cosa?
L’approfondimento della questione & lasciata allo studente3?.

10.8 Il rigonfiamento equatoriale della Terra

Netwon sostenne che la Terra fosse un ellissoide rigonfiato all’equatore,
mentre 'astronomo Giovanni Cassini lo riteneva rigonfiato ai poli.
Nel 1738 venne finalmente organizzata una spedizione al circolo polare ar-
tico per dirimere quest’annosa questione e il capo scientifico del progetto
fu Pierre Louis de Maupertuis: il compito consisteva nel misurare g e con-
frontarne le variazioni con la latitudine.

La previsione teorica di Netwon era

Req — Ryor 1
§= 4 P00 >~43x%x103, 10.67
Rg 230 ( )
equivalente a Req — Rpolo = 22 km?3® e — dopo pit1 di due anni trascorsi
in Lapponia — Maupertuis riusci a confermare la tesi di Newton. Al suo

33 Barbieri considera, a seconda della composizione del satellite,

Pp 1/3 Pp 18
2Ry (—) < TRoche < 2.5 Rp (—) .
Ps Ps

34Osservazione didattica: nell’anno di questa esercitazione (2004) sono state forma-
te “squadre” di cinque studenti ciascuna: coloro che avessero approfondito meglio
I’argomento avrebbero ricevuto punti extra all’esame. I risultati furono soddisfacenti.
35Misure attuali indicano

Reg — R 1 ,
§= e "wolo .~ ~34x1073, (10.68)
Rg 294

equivalente a Req — Rpolo = 28 km.

248
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ritorno lo accolse un epigramma di Voltaire: “Vous avez confirmé dans ces
lieuz pleins d’ennui - Ce que Newton connut sans sortir de chez lui”!

Era nota la statica dei fluidi, cosi Newton immagino che all’interno
della Terra (intesa omogenea) vi fossero due tunnel, I'uno collegante i due
poli, I'altro due estremi dell’equatore e immagino di riempirli d’acqua.
Sia Rg il raggio medio della Terra, gpoo I'accelerazione di gravita al po-
lo, geq l'accelerazione di gravita all’equatore e g 'accelerazione di gravita
superficiale media.

&l

nord

sud

Coerentemente con la sua legge di gravitazione, Newton calcolod che
I’accelerazione di gravita varia linearmente all’interno della Terra: posto

Re - olo
Beq = Bpoto _ 5 (10.69)
Rg
e poiché Rg = 5(Req + Rpoto), da 10.69 segue
1) 1)
Req = (]. + §)R@ (§ Rpolo = (]. — i)R@ . (1070)
Newton considero che 'acqua avrebbe dovuto essere in equilibrio — e

quindi uguale la pressione al centro della Terra — pertanto
Gpolo * Bpolo = Geq - Req — W2R®Req (1071)

’R
W—GBReq

1

geq : Req - geq
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Sostituendo 10.70 in 10.71,

] ] W Ry Geql o
Gpolo — ggpolo = geq T igeq - geqT - ?5“) Ry
e, eliminando I'ultimo addendo®?,
) W2R@
i(gpolo + geq) = —Jeq + 9Ipolo + geqT .
Poiché gpoto + geq = 2geq, si arriva a
’R
5g<—1+g’”lo>+w@. (10.72)
geq g
Con una prima approssimazione®’ verrebbe

2
R

5= _343%1073,
g

che & un risultato smagliante®®! Ma, in realtd, questo & un risultato allo
stesso tempo “casuale”, dovuto cioé al fatto che la Terra non & omogenea,
ma molto pitt densa nel nucleo.

Newton, coerente con 'ipotesi dell’omogeneita, non poté “accontentarsi”
e calcolo (con un procedimento di grande difficolta per allora, e un po’
complesso perfino oggi?)

Gpolo — 1+ é 7
Geq 5
il che lo porto al risultato “sbagliato” (10.67).

Insomma, un bellissimo esempio di gedanken experiment e un procedi-
mento di calcolo veramente newtoniano.

365 & piccolo e w? ~ 107 10.
37 9polo 1

Jeq :
38Vedi 10.68.
39Per questo qui omesso.
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Appendice A

A.1 Invarianza del volume nello spazio delle
fasi
Sia Vp un “volume” nello spazio delle fasi IR2N.

A
PN

Po(qn’, pn)

Vo

Dato il sistema

gn =52
. by (A1)
Oaqp ’
le equazioni

{(Ih = qn(t, gy, )

P = pa(t, a5, )

siano la soluzione del sistema A.1 per le condizioni iniziali (¢},p%) € V.

Esse rappresentano gli stati all’istante ¢ e, nel loro complesso, costituiscono

una trasformazione tra Vg (insieme degli stati iniziali) e V' (insieme degli
stati attuali).

Si potrebbe dimostrare il seguente teorema di Liouville:
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Teorema A.1 (Invarianza del volume)

// /dq? dp?...dqup‘])\, :// /dq1 dqi ... dg,dp, .
Vo 1%

A.2 Teorema del ritorno (eterno) di Poin-
caré
Dato un sistema, in particolare meccanico, la cui evoluzione sia fornita

dalle equazioni canoniche A.1, vale il seguente lemma:

OH __
1. 9 —¢

2. al sistema e consentita solo una regione limitata I" dello spazio delle
fasi IR2Y

3. E(0) = {gn(0),pn(0)} & un arbitrario sottoinsieme misurabile di T’
(insieme degli stati iniziali) e E(7) il corrispondente insieme degli
stati finali (in relazione al sistema ?7?)

= esiste T' > 7 tale che valga

E(T)NE(0) £ 0 (A.2)

ed ha misura non nulla'.
Si formi la successione

E():E(O), Ele(T), EQZE(QT), ey EzzEZ(ZT)

(con i = 1,2,...,N): poiché il sistema ?? non dipende dal tempo, per
raggiungere E; si applica i volte la stessa trasformazione che porta da FEj
a Ey. Inoltre, per il teorema di Liouville (invarianza del volume),

mis Fy = mis FE; Vi

'Questa non & una dimostrazione rigorosa; si veda, per esempio, F. Cardin,
“Appunti di Meccanica”.
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A.2. Teorema del ritorno (eterno) di Poincaré

En+k

b
=3

E,  E,=EKT)

e quindi esistono due numeri naturali n e (n + k) tali che I'insieme
E.NE, i, #0 (A.3)

sia di misura non nulla.

Cosi non fosse, infatti, tutti gli elementi della successione {E;} dovreb-
bero essere dotati di intersezione di misura — al pit — nulla; per m
sufficientemente grande si ha invece

mis U"E; = m mis Ey > mis I,

dovrebbero quindi esserci F; che “escono” da I' — contrariamente all’ipo-
tesi A.2.

Percio se n = 0, il teorema e provato per T' = k7, se invece n > 0 si
consideri il grafico seguente, in cui la prima immagine in alto rappresenta
quanto espresso dalla A.3.

Invertendo la trasformazione n volte — o, che ¢ lo stesso, assumendo
FE, e E, i come “stati iniziali” — dopo il tempo 7 gli stati finali forniti
dalla soluzione di A.1 sono E,_1 e E, 1. Procedendo in questo modo
per n volte si otterra la A.2 non appena si assuma T = k7, risultato che
dimostra la validita del lemma.
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Teorema A.2 (Teorema del ritorno) Le traiettorie che hanno condi-
zioni iniziali Eg C T “ritorneranno” — in un tempo sufficientemente lungo
— in Ey, fatta eccezione, al piu, per un insieme di misura nulla.

Supponiamo infatti che esista By C Fy di misura non nulle tale che in
esso non valga quanto appena asserito. Sia allora Cy C By, anch’esso di
misura non nulla: applicando a Cj il lemma, si conclude che in Cj ci sono
traiettorie che ritornano dopo un certo tempo. By € quindi, al piu, di
misura nulla.

Cio significa che le traiettorie con stati iniziali in Fy ritornano “quasi

tutte” in Fy dopo un tempo sufficientemente lungo e quindi, in un tempo
infinito, cio accadra infinite volte.

Si osservi che le “traiettorie” ritornano — quasi tutte — a stati vi-
cini quanto si vuole allo stato iniziale. Infatti, ciascuna delle traiettorie
rappresenta ’evoluzione dell’intero sistema considerato e, assunto Cy un
intorno sferico di raggio ¢ > 0 (arbitrario), le traiettorie che ivi ritornano
hanno stati che differiscono da quello iniziale per meno di €. In sostanza,
pensando ad un sistema meccanico di n particelle (N = 6n) libere, dopo
un tempo sufficiente T si avra

lgn(T) —apl < e, |pn(T) —ppl <e,

dove gqp, sono in questo caso le coordinate cartesiane e p, sono le compo-
nenti coniugate della quantita di moto.

Le equazioni di Hamilton sono applicabili a sistemi meccanici classici
soggetti a leggi reversibili. Il teorema di Poincaré dimostra che da leggi di-
namiche reversibili non & deducibile I'irreversibilita termodinamica, come
affermava Boltzmann; la dimostrazione di Boltzmann del famoso “teorema,
H” contiene assunzioni di tipo statistico.
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A.2. Teorema del ritorno (eterno) di Poincaré

Il fatto che per un sistema il “tempo di Poincaré”? — cioe il tempo del

“ritorno” — ecceda 1’etd dell’Universo (secondo la teoria del Big Bang)
non toglie che il secondo principio della termodinamica non sia deducibile
nel quadro dinamico classico.

Cionondimeno, il contributo di Boltzmann fu fondamentale e apri non solo
alle ricerche di Gibbs, Einstein e di altri nel campo statistico ma, indiret-
tamente, perfino® agli stessi esperimenti sul corpo nero che portarono alle
soglie della meccanica quantistica®.

2Anche di “poche” particelle, enormemente meno di quelle di una mole di gas ideale
nella “scatola di Boltzmann”.
Si badi che quanto qui detto non da nessuna informazione sul “tempo”.

3Secondo quanto afferma Planck.

4Per questo si legga I. Prigogine, “Dall’essere al divenire”, Cap. 1l e Cap. IV — dara
anche un’idea di alcuni sviluppi della dinamica classica (dei sistemi) solo brevemente
accennati, per mancanza di tempo, durante il corso.
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Appendice B

Equazioni di Whittaker e
Jacobi

B.1 Impostazione

Per un sistema conservativo (generalizzato) il “moto” ¢ definito dalle
equazioni di Hamilton:

o _on
qgn = Opn
oOH
3] S —— B.1
Ph dan ( )
essendo oH
— =0. B.2
5 = (B.2)

Quindi vale 'integrale generalizzato dell’energia
H(qn, pr) = costante.

Si e detto che una variabile “spaziale” g, € ciclica se

OH

— =0,
0qa

che corrisponde al momento coniugato p, = cost.
Potremo vedere quindi la B.2 come espressione di ¢ intesa come variabile
ciclica, mentre H rappresenta il momento coniugato del tempo.
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Equazioni di Whittaker e Jacobi

Considereremo le cose nello spazio ordinario delle fasi — cioé non am-
pliato — ed in esso considereremo stati (gn, pn) € moti del sistema tali che,
per essi, H abbia un valore determinato

H(qn,pn) = ho : (B.3)

tali moti si diranno “isoenergetici”.

Px

T
/ b1

@
Sia (q7,p?%) un punto dello spazio delle fasi soddisfancente a B.3: con
quelle condizioni iniziali il moto — ovvero la soluzione del sistema B.1

— sara uno dei moti isoenergetici che considereremo. In questo caso
I'invariante di Poincare-Cartan sara

N N
= §> mban ~ Hot = § 5" pudan — ha o
1 1
cioé
N
I= %théqh ) (B.4)
1

Se risolviamo la B.3 rispetto a p; si ottiene

P11 = _k(q27"'7QN7p27"'7pN7h0) (B5)

pertanto la B.4 si puo riscrivere come

N
I= prjéqj — kéqy , (B.6)
2

che si presenta nell’ordinaria forma dell’integrale di Poincaré-Cartan dove
gj e p;j sono le coordinate e i momenti coniugati, g; assume il ruolo del
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B.1. Impostazione

tempo e k quello dell’Hamiltoniano. Il moto del sistema soddisfa quindi al
seguente sistema:

dg; _ Ok

dq1 — Opj

dp; _ _ Ok (B.7)
dqy dq; -

Integrando si ottiene allora

¢; = qj(q1,c1, ..., can—2, ho)
pj =pjlqi,c1, ..., can—2,ho) , (B.8)

con j=2,...,N.
Per ottenerele le relazioni del sistema di partenza bastera ricavare! da B.5

p1=p1(q1,¢1, ..., can—2, ho) ,

mentre la dipendenza delle g, p dal tempo t si otterra per quadratura dalla
prima delle equazioni

da, _ OH
dt B 8})1 '
Integrando
p = dq
0H/0p
troveremo
dq
t= | ——— +Con_1. B.9
OH /op, + Caon—1 ( )

In conclusione le equazioni B.7 si dicono equazioni di Whittaker e si
puo osservare che la loro soluzione fornisce la traiettoria del moto nello
spazio IR?YN in funzione di ¢;, mentre la B.9 fornisce la dipendenza dal
tempo.

Osservazione

Si osservi che la “ciclicita” del tempo t espressa da B.2 conduce a risol-
vere (2N —2) equazioni (quelle di Whittaker) esattamente come la presenza
di una variabile ciclica ¢, abbassa 1’ordine del sistema Hamiltoniano di due
unita.

1Si usi il sistema B.8.
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Equazioni di Whittaker e Jacobi

B.2 Azione lagrangiana

Si e provata ’equivalenza delle equazioni di Lagrange e di quelle di
Hamilton, ovvero

d OL 0L
— 2 = B.10
0t 94, o (B-10)
equivale a
g = 22
T (B.11)
Ph = ~Bqn
essendo?
N oL
H = —qp, — L. B.12

Finora abbiamo dedotto B.11 da B.10, tuttavia & anche possibile fare I'in-
verso. Per trovare le corrispondenti equazioni di Lagrange di B.11 basta
dedurre, da B.12,

N
L= pnin—H(g,p.t). (B.13)
1

Per ottenere L(q, ¢,t) — in funzione delle variabili lagrangiane — occorre

considerare
oH

Ih=5—, B.14
dn apn ( )

che sono invertibili rispetto alle p;, nella forma
pr = Un(q,4,t). (B.15)

Quest’ultime, sostituite in B.13, forniscono L(q, ¢, t).

Si consideri un sistema conservativo in cui sia valida la B.3. E’ stato
possibile ricondurre la soluzione del sistema B.1 a quello di Whittaker

dg; _ Ok

dg1 — Op;

b _ bk (B.16)
dq1 Jq;

e, ora, desideriamo procurarci le equazioni di Lagrange corrisponenti a
tale sistema Hamiltoniano. La corrispondente funzione di Lagrange — in
analogia con B.13 — &

N
2

2Ricordandosi di esprimere H in variabili Hamiltoniane.
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B.2. Azione lagrangiana

essendo
(B.18)

corrisponenti alle ¢, dato che qui ¢; e al posto di t, e con la sostituzione
delle p; dedotta da

, Ok
D=
j
in funzione di ¢,q’. Al lagrangiano B.17 corrispondono le equazioni
d OP 0P
=0, 71=2,..,. N (B.19)

dqy 0q;

che sono equivalenti alle equazioni di Whittaker.

Si consideri per semplicita che il sistema sia conservativo e a wincoli
fissi: ricordando la B.5

al / al dQJ d(h
W
2
e quindi
N dq
h
b= Ph—H—-
T
Ne segue
qn dt 1Y
P= P2 - = B.20
Z P g da = o ;thI (B.20)
Poiché?

N
> prgn=H+1L,
1

e considerando che nel caso in esame H =T —U e L =T + U, segue

1
P=-2T. (B.21)
q1

Nel caso di vincoli fissi si ha T = %Zf} ankqdnqr, da cui si deduce
N N
1 dgp dgr, 1 dgp dqi ((dq
T == —
221:" At dt 22 Mg dg \ dt )

38i veda B.12.
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Equazioni di Whittaker e Jacobi

ovvero N
T =g} B > ahkqﬁzq;} = 47G(qq") - (B.22)

Da questa segue 1
G = (B.23)
pertanto

2T —
q1
Dato che T = H + U = hg + U, si ha in definitiva

p=2(ho +U)G.

Con tale forma le equazioni B.19 si dicono equazioni di Jacobi. An-
ch’esse, come quelle di Whittaker, forniscono la traiettoria del moto ma,
in questo caso, nello spazio delle configurazioni RN(qy, ..., qn).

Se si vuole la dipendenza dal tempo?® basta

. [ho +TU
i = OG (B.24)

che, mediante quadratura, fornisce ¢; in funzione di ¢, e viceversa.

Sempre con riferimento alle equazioni B.19 si noti che si puo applicare
il principio di Hamilton. La traiettoria rettilinea tra assegnati punti di IRN
— Po(q, q;-)) e Pi(qt, qjl) — e caratterizzata dalla condizione variazionale

ai
SW* = 5/ Pdg =0. (B.25)
q

0
1

Nel caso in esame (conservativo e a vincoli fissi), il funzionale W* si scrive®

4 T “@_dt
q? q1 q(f d(h
In definitiva .
1
w* :/ 2T dt (B.26)

to

e si dice azione lagrangiana®.

Vale allora il seguente teorema:

4Si ricordi B.23.
5Vedi B.21.
61’ “azione lagrangiana”, nonostante il nome, & in realta di Libniz.
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B.2. Azione lagrangiana

Teorema B.1 (Principio della minima azione) tra tutti i moti isoe-
nergetici (H = hg) di un sistema a wvincoli fissi e conservativo, quello
effettivo e quello per cui

t1
5/ 2T dt =0, (B.27)
t

0

ovvero quello che rende stazionaria l’azione lagrangiana.

Osservazione
Poiché per il teorema di Eulero (7' = T5)

N
oT
25 =
— 9dn
e poiché nel nostro caso

o _on_or
bh oqn,  0qn’

I’azione lagrangiana si scrive anche

Da B.17 segue

t1 ty t1
W*:/ (L+H)dt=/ Ldt+h0/ dt =W + ho(t1 —to)

to to to

che fornisce la relazione tra l’azione lagrangiana e ’azione hamiltoniana.
Nel caso di un sistema in cui T'= FE = hg si ha

oW* = hoé(tl — to) =0,

che rappresenta il principio di minimo tempo che Fermat (ben prima) ap-
plico alla rifrazione della luce.

Caso di un sistema particellare

Se il sistema ¢ particellare, cioe {P;, m;}7, allora

t1 t1 1
W* = 2/ T dt :/ > mivi x vidt. (B.28)
t to 1

0
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Equazioni di Whittaker e Jacobi

Se ~; € la traiettoria dei punti p; si ha subito
vi = 8T,

con s; coordinata curvilinea che rappresenta ’arco su 7;.

Da B.28 segue

n

t1
w*:/ z)mwagTﬁ
to 1

e quindi
n 511
w 21:/50 mv; ds (B.29)

Ecco allora che mediante il principio dell’azione stazionaria si ottengono
le traiettorie. Ad esempio, per una sola particella

S1
6/ muvds =0
S0

— che si esprime ricavando v da %va = hg + U — ottenendo

5/,&mm+m@:u

La legge oraria ¢ deducibile poi dalla

. ho +U
4= a -
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Appendice C

Il problema delle
geodetiche

Assegnata una superficie regolare S e

r =r(u,v), con (u,v) € D,
si consideri la curva regolare

u=u(t), v =1v(t) con t € [to, 1]

di D; la curva di IR?

r=r[u(t),v(t)] con t € [to, t1]

appartiene alla superficie e siano Py = r[u(to), v(to)] e Pr = rfu(t1), v(t1)]

1 suoi estremi.

Il problema ¢ quello di trovare la geodetica tra i due punti, ovvero
trovare la curva su S di estremi Py e P; che abbia lunghezza minima’.
Ricordando quanto visto nei corsi di Analisi Matematica sulla metrica

Riemanniana su S, si ha

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv? .

IPit1 in generale: funzionale lunghezza stazionario.
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I1 problema delle geodetiche

Si tratta ora di considerare il funzionale (lunghezza)

I[u,v]

1
\/Eu’2 + 2Fu'v 4+ Guv'dt

to
e, anzitutto, trovare la curva che lo renda stazionario, ovvero tale che
0l =0.

Le equazioni di Eulero-Lagrange sono

d Eu' + Fv %—Eu’+2aFuv —l—aG /2
dt \/Eu’2—|—2FuU + Gv'? - 2\/Eu’2+2Fuv + Gv'?
d Fu' + Gv' 9By + 298y + 95y 2
dt \/Eu’2—|—2Fu’v’—|—Gv’2 - \/Eu’2+2Fuv + Gv'?

in genere complicate.

Limitiamoci al caso — del tutto banale — della ricerca delle geodetiche in

R2: sia

r=x con xrg <z <11
y=vy(z) € O[lz(,,;cl}
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4

una curva generica di estremi Py(xg,yo) € Pi(x1,y1)-
La forma metrica & ds? = dz? + dy?, quindi

Tl
zz/ \V1+y2de
xo

e la lunghezza della curva.

Il problema variazionale che caratterizza le geodetiche e

z1
5/ \V1+y?de=0,
)

che equivale all’equazione di Eulero-Lagrange

K POy MR d_ v _
d dy’ dy 1—y~=0 = dx /714_2/2*0

e quindi
y' = ¢ = cost.

Ne segue l'integrale generale
y=cr+co,
dove y(zo) = yo € y(x1) = y1. Dunque

Y1~ Yo
—(

T — T)
Tr1 — o

Y—%Yo =

ovvero, come & ovvio, si tratta del segmento rettilineo PyP;.
In questo caso il funzionale ha un minimo.
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Il problema delle geodetiche

Osservazione

Nel caso che la forma metrica sia indefinita,
ds?® = da? — dy?

(come in Relativita: y = ct) e la condizione di stazionarieta

T1
5/ \/1—y’2da::()
o

porta ancora ad un segmento di retta. In tal caso, pero, il funzionale
“lunghezza” ha un massimo?. Come si vedra in Relativita, cio spiega il
paradosso dei gemelli.

2Per il funzionale f;ol L(z,y,vy")dz, una condizione sufficiente per 'esistenza di un

minimo (o massimo) — debole a rigore — &

oL d OL
=0

8y dx Oy

oL oL
By >0 (8?/2 < 0)

sulla “curva” di stazionarieta.
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